Chapitre : Groupes

1 Groupes et sous-groupes

Exercice 1 w7 Un exemple de groupes —
On définit, pour (x,y) et (x',y") dans R* x R,

() * (x,y) = (o, xy + ).

1. Démontrer que (R* x R, %) est un groupe. Est-il commutatif ?
2. Simplifier (x,y)" pour tout (x,y) € R* x R et tout n € N*.
Indication V Correction V [3213]

Exercice 2 "% Quelques sous-groupes usuels —

Soit (G, -) un groupe. Démontrer que les parties suivantes sont des sous-groupes de G :

1. C(G) = {x € G; ¥y € G,xy = yx} (C(G) s’appelle le centre de G);

2.aHa ' = {aha™'; h€ H} olia € G et H est un sous-groupe de G.

3. On suppose de plus que G est commutatif. On dit que x est un élément de torsion de G s’il existe n € N*
tel que x" = e. Démontrer que 1’ensemble des éléments de torsion de G est un sous-groupe de G.

Indication V¥ Correction ¥ [1302]

Exercice 3 "W Inversibles a coefficients dans Z. —

On note GL,(Z) I’ensemble des matrices de .#,(R), a coefficients dans Z, qui sont inversibles et dont
I’inverse est a coefficients dans Z.

1. Démontrer que si M est a coefficients dans Z, alors M € GL,(Z) si et seulement si det(M) = £1.

2. En déduire que GL,(Z) est un sous-groupe de GL,(R).

Indication V Correction V [1303]

Exercice 4 " Sous-groupe engendré par le complémentaire d’un sous-groupe —

Soit H un sous-groupe strict d’un groupe (G, -). Déterminer le sous-groupe engendré par le complémentaire
de H.
Indication V¥ Correction ¥ [1308]

Exercice 5 "W Théoreme de Lagrange —

Soit (G, -) un groupe fini et H un sous-groupe de G.

1. Montrer que pour tout a € G, H et aH = {ah; h € H} ont le méme nombre d’éléments.

2. Soient a,b € G. Démontrer que aH = bH ou aH NbH = .

3. En déduire que le cardinal de H divise le cardinal de G.

Indication V Correction V [1309]

Exercice 6 "% Produit de deux sous-groupes —

Soit (G, -) un groupe et A, B deux sous-groupes de G. On note AB = {ab; a € A, b € B}. Montrer que AB
est un sous-groupe de G si et seulement si AB = BA.
Indication V Correction V [1307]



https://bibmath.net/ressources/index.php?action=affiche&quoi=mathspe/feuillesexo/groupe&type=fexo

2 Morphismes de groupe

Exercice 7 "% Exemples ou contre-exemples de morphismes de groupes —

Les applications ¢ : G — H définies ci-dessous sont-elles des morphismes de groupes ?
1.G=(GL,(R),x),H=(R,+), ¢(A) =tr(A).
2.6 = (My(R),+), H = (R, +), 9(A) = tr(A).

3.6= (R*a X)’ H= (R*a X)’ (P(X) = ‘X‘
4.G = (R*,x), H = (R*, ), §(x) = 2x.
1
5.G=(R,+), H = (GL»(R), x), ¢ (x) = <0 f)
Indication V¥ Correction V [2580]
Exercice 8 "«  Automorphisme intérieur —

Soit (G,-) un groupe. Pour a € G, on note 7, : G — G défini par 7,(x) = axa™".

1. Démontrer que 7, est un endomorphisme de G.

2. Vérifier que, pour tous a,b € G, T,0 T, = Typ.

3. Montrer que 7, est bijective et déterminer son inverse.

4. En déduire que ® = {1,; a € G} muni du produit de composition est un groupe.

Indication V¥ Correction V¥ [1314]
Exercice 9 "W Somme des valeurs —

Soit f un morphisme non constant d’un groupe fini (G, -) dans (C*,-). Calculer ¥, f(x).

Indication V¥ Correction V [1315]
Exercice 10 "% Morphismes de Z dans Z —

Déterminer tous les morphismes de (Z,+) dans lui-méme. Lesquels sont injectifs ? surjectifs ?

Indication V Correction ¥ [1311]
Exercice 11 " Morphismes que (Q — —

Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q,+) dans (Z,+).

Indication V¥ Correction V [2638]
Exercice 12 "% Morphisme entre groupes de torsion et groupes sans torsion —

Dans un groupe (G,-), un élément x est dit de torsion s’il existe n > 1 tel que x" = e. On dit que G
est de torsion si tous ses éléments sont de torsion. On dit que G est sans torsion si son seul élément de
torsion est I’élément neutre. Soit G; un groupe de torsion et G, un groupe sans torsion. Déterminer tous
les morphismes de groupe de G| dans G,.

Indication ¥V Correction V¥ [2640]

Exercice 13 " Morphismes de Z/nZ dans Z/mZ —

1. Déterminer tous les morphismes de 7 /37 dans Z/47.
2. Déterminer tous les morphismes de Z/6Z dans Z/8Z.
Indication V Correction V [1321]

3 Ordre d’un élément, groupes cycliques

Exercice 14 "« Pour commencer... —




Quel est ’ordre de 9 dans (Z/12Z,+)?

Indication V¥ Correction Vv [1324]

Exercice 15 "% Ordre du carré —

Soit G un groupe (noté multiplicativement) et x € G d’ordre n. Quel est ’ordre de x> ?
Indication V Correction V [1325]

Exercice 16 "% Tous les éléments sont d’ordre deux —

Soit G un groupe dont tous les éléments (sauf I’élément neutre) sont d’ordre au plus deux. Démontrer
que G est abélien.

Indication ¥V Correction V [1327]

Exercice 17 " Un groupe infini dont tous les éléments sont d’ordre fini —

Soit G = [0,1[NQ. On munit G de la loi de composition interne suivante : pour x,y € G,

ey — x+y six+y<1
YT x4+y—1 six+y> L

1. Démontrer que (G,*) est un groupe commutatif.
2. Démontrer que tous les éléments de G sont d’ordre fini.
Indication V Correction V [3327]

Exercice 18 "% Groupe admettant un nombre fini de sous-groupes —

Soit G un groupe admettant un nombre fini de sous-groupes.
1. Démontrer que tout élément de G est d’ordre fini.
2. En déduire que G est fini.

Indication ¥V Correction V¥ [2637]
Exercice 19 "= Groupes d’ordre 4 —

Soit G un groupe d’ordre 4. Démontrer que G est isomorphe ou a Z/4Z,ou a Z /27 x 7./ 2.
Indication V¥ Correction V [3330]
Exercice 20 %% Sous-groupes de (Z/20Z)" -

Soit G = (Z/20Z)* le groupe des éléments inversibles de Z /20Z.

1. Donner la liste de tous les éléments de G.

2. Pour tout a € G, déterminer le sous groupe < a > engendré par a.

3. Déterminer un ensemble minimal de générateurs de (G, -).

4. (G,-) est-il un groupe cyclique ?

5. Déterminer tous les sous-groupes de G et, pour chaque sous-groupe, préciser un ensemble de géné-
rateurs.

6. Parmi les sous-groupes de (G, ), lesquels sont isomorphes a un groupe additif (Z/mZ,+)?

Indication ¥V Correction V¥ [2193]

Exercice 21 "%  Groupe de cardinal pair —

Soit G un groupe de cardinal 2n.

1. Démontrer que la relation % définie sur G par
XAy < x=youx=y

est une relation d’équivalence sur G.



2. En déduire que G admet des éléments d’ordre deux.
Indication V¥ Correction V [1328]

Exercice 22 "% Ordre du produit de deux éléments —

Soit G un groupe abélien, x et y deux éléments de G d’ordres respectifs p et g.

1. On suppose que p et g sont premiers entre eux. Démontrer que xy est d’ordre pq.

2. Importance des hypotheses - 1: Si H = GL,(R), A = < (1) 701 ) et B= < _01 _11 >, vérifier que
A et B sont d’ordre fini, mais que AB n’est pas d’ordre fini.

3. Importance des hypotheses - 2 : Si p et ¢ ne sont pas supposés premiers entre eux, démontrer que
le produit xy n’est pas nécessairement d’ordre pg, ou d’ordre ppcm(p,q).

4. Une application :

Soit d un diviseur de p. Démontrer qu’il existe un élément d’ordre d dans G. En déduire que G admet
des éléments d’ordre ppcm(p, ¢). On suppose de plus que G est fini. Démontrer que G admet un élément
dont I’ordre est le ppcm de ’ordre des éléments de G.

5. Soit d un diviseur de p. Démontrer qu’il existe un élément d’ordre d dans G.

6. En déduire que G admet des éléments d’ordre ppcm(p,q).

7. On suppose de plus que G est fini. Démontrer que G admet un élément dont I’ordre est le ppcm de
I’ordre des éléments de G.

Indication V Correction V¥ [1326]

Exercice 23 "W  Produit de groupes cycliques —

Soient G et H deux groupes.

1. Montrer que si g est un élément d’ordre p de G et / un élément d’ordre g de H, alors (g, /) est
d’ordre ppem(p,q) dans G x H.

2. On suppose que G et H sont cycliques. Démontrer que G x H est cyclique si et seulement si les
ordres de G et H sont premiers entre eux.

Indication ¥V Correction V¥ [1329]

Exercice 24 "www Sous-groupe d’un groupe cyclique —

Soit G un groupe cyclique et soit 7 un sous-groupe de G. Démontrer que H est cyclique.
Indication V¥ Correction V [1330]




Indication pour I’exercice 1 A

1. 11 faut vérifier les trois propriétés de la définition d’un groupe.
2. Calculer ce que cela vaut pour n = 2, n = 3, puis faire une récurrence.

Indication pour I’exercice 2 A

Appliquer le théoréme de caractérisation des sous-groupes.

Indication pour ’exercice 3 A

1. Utiliser les formules de Cramer.
2. Utiliser la caractérisation des sous-groupes. On utilisera dans ’exercice det(A~') = . .. et det(AB) =

Indication pour I’exercice 4 A

Démontrer que H est inclus dans ce sous-groupe. On pourra utiliser un élément a € H¢.

Indication pour ’exercice 5 A

1. Construire une bijection.
2.
3. Réaliser une partition de G.

Indication pour I’exercice 6 A

Pour montrer que AB sous-groupe entraine AB = BA, on pourra utiliser la stabilité par x'.

Indication pour I’exercice 7 A

Revenir a la définition!

Indication pour ’exercice 8 A

1. Vérifier la définition.

2.

3. Utiliser la question précédente avec b = a~ .
4. Démontrer qu’il s’agit d’un sous-groupe de (Sg, o).

Indication pour I’exercice 9 A

Partir de a € G tel que f(a) # 1 et calculer Y, f(ax).

Indication pour ’exercice 10 A

Il suffit de connaitre I’'image de 1.

Indication pour I’exercice 11 A

Démontrer et utiliser que si f/ est un tel morphisme et p et ¢ sont des entiers naturels, f(p) = pf(1)

et £ (1) =Lr1).

Indication pour ’exercice 12 A

Seul le morphisme qui a x associe I’élément neutre de G, convient.

Indication pour I’exercice 13 A



Dans les deux cas, un morphisme est complétement déterminé par I’image de 1. Quelles sont ces
images possibles ? (penser a des raisonnements en terme d’ordre...)

Indication pour I’exercice 14 A

11 suffit de calculer les multiples successifs de ...

Indication pour I’exercice 15 A

Distinguer les cas n est pair et n est impair.

Indication pour I’exercice 16 A

Comparer x%y” et (xy)>.

Indication pour I’exercice 17 A

1. Il faut vérifier I’associativité, I’existence d’un élément neutre et
2. On pourra remarquer que x** = nx — |nx]|.

Indication pour I’exercice 18 A

1. Si un élément n’est pas d’ordre fini, le sous-groupe engendré par cet élément est isomorphe a
(Z,+).
2. Remarquer que G est la réunion des sous-groupes engendrés par ses éléments.

Indication pour I’exercice 19 A

Si G n’est pas isomorphe a Z /47, alors tous les éléments de G différents de 1’élément neutre sont
d’ordre 2. On pourra alors établir la table de multiplication de G et observer qu’elle correspond a celle
de Z/2Z x Z/2Z.

Indication pour I’exercice 20 A

1. Il y a un criteére...

2. Prendre un élément et toutes ses puissances, jusqu’a tomber sur 1.
3.

4. La question 2. donne la réponse !

5. Quels sont les sous-groupes engendrés par deux éléments d’ordre 2 ?
6.

Indication pour I’exercice 21 A

1. Appliquer la définition !
2. Quel est le cardinal d’une classe d’équivalence ?

Indication pour ’exercice 22 A

1. Remarquer que (xy)? = e, puis que si d est I’ordre de xy, alors p|d...

2. Calculer A%, B? et (AB)".

3. Penser a un élément et a son inverse.

4. Une application :

Considérer une puissance de x bien choisie. Décomposer p et ¢ en facteurs premiers, calculer le ppcm
en fonction de cette décomposition, utiliser la question précédente et la premiere. Par récurrence d’apres
la question précédente.

5. Considérer une puissance de x bien choisie.



6. Décomposer p et g en facteurs premiers, calculer le ppcm en fonction de cette décomposition,
utiliser la question précédente et la premiere.
7. Par récurrence d’apres la question précédente.

Indication pour I’exercice 23 A

1. Calculer (g,h)"...
2. Prendre un générateur de G et un générateur de H et les accoupler... Réciproquement, si (x,y) est
un générateur de G x H, x est générateur de G donc d’ordre...

Indication pour I’exercice 24 A

Soit ¢ un générateur de G et n le plus petit entier supérieur ou égal a 1 tel que ¢” € H. Démontrer que
H est engendré par a”". On pourra utiliser la division euclidienne.




Correction de I’exercice 1 A

1. On n’a pas affaire a une loi "classique'' et donc on ne peut pas démontrer qu’on a un sous-groupe
d’un groupe connu. Il faut donc vérifier a la main les trois propriétés d’un groupe ainsi que le fait qu’il
s’agit bien d’une loi interne.

Si (x,y) et (x',)’) sont dans R* x R, alors xx’ € R* et xy’ +y € R et donc il s’agit bien d’une loi interne.
La loi x est associative : en effet, si (x,y), (x',)) et (x”,y”) sont dans R* x R, alors d’une part

((e,) % () * (6" ") = (e, 0y +y) % (")
1.1

= (udx" xxy" + 5y +y)
et d’autre part

(0, 9) % () % (,3) = (x,9) % (", X'y +)
= (dx" x (Y +y') +)

1.1

= (X 'y +xy +y).
La loi possede un élément neutre, qui est (1,0). Il est en effet facile de vérifier que

(6, y) % (1,0) = (1,0) % (x,y) = (x,)-

Tout élément (x,y) possede un inverse. Expliquons comment le trouver. Il n’est pas treés difficile de re-
marquer qu’il doit s’écrire sous la forme (1/x,a). De

(x,y)*(1/x,a) = (1,xa+Y)

on voit qu’on doit avoir xa +y = 0 et donc a = —y/x. On vérifie alors que (1/x,—y/x) est un inverse de
(x,y) =
(xay)*(l/-x7 _y/x) = (1/x7 —y/x)*(x,y) = (170)

Le groupe n’est pas commutatif. En effet on a
(1L,1)*(2,1)=(2,2)

alors que
(2,1)%(1,1) = (2,3).

2.8i (x,y) et (¥',y') sont dans R* x R, alors xx’ € R* et xy’ +y € R et donc il s’agit bien d’une loi interne.
3. La loi * est associative : en effet, si (x,y), (x',)’) et (x",y”) sont dans R* x R, alors d’une part

() * () % (6" ") = (e, y" +y) % (")
1.1

= (udx" xxy" + 5y +y)
et d’autre part

(2, 3) % ()% (")) = (x,3) * (" Xy +y)
= (2" x(x'y" +)) +)

1.

= (X 'y +xy' +y).
4. La loi possede un élément neutre, qui est (1,0). Il est en effet facile de vérifier que
(x,3) % (1,0) = (1,0)* (x,y) = (x,).

5. Tout élément (x,y) posseéde un inverse. Expliquons comment le trouver. Il n’est pas tres difficile de
remarquer qu’il doit s’écrire sous la forme (1/x,a). De

(x,y)*(1/x,a) = (1,xa+Y)



on voit qu’on doit avoir xa +y = 0 et donc a = —y/x. On vérifie alors que (1/x,—y/x) est un inverse de
(x,y) :
(x,y)*(l/x, _y/x) = (l/xa —y/X)*(X,y) = (170)

6. On remarque que
(%) = (@, xy+y) et (x,3)° = (€, Py +xy+7).
On prouve alors par récurrence sur n € N* que

(6, 3)" = (" Xy + X Ty xy ).

Correction de ’exercice 2 A

1l suffit, pour chaque cas, d’appliquer le théoréme de caractérisation des sous-groupes.

1. e est élément de C(G) car ey = ye =y pour tout y € G. Soient x;,x; € C(G). Alors, pour tout y € G,
ona

X102y = X1(X2y) = (X1y)X2 = yx1%2
et donc x;x; € C(G). Enfin, si x € C(G), alors pour tout y € G,

1 1

Xy =yx — Xyx :yx)f1 =y = xflxyxfl :xfly [ yxfl =xly

ot on a multiplié a droite puis a gauche par x~!. On en déduit que x~! € C(G) qui est donc un sous-groupe
de G.

2. Puisque H est un sous-groupe de G, ¢ € H et donc aea' € aHa'. Mais aea™
Soient x = aha~! et y = ah’a”! deux éléments de aHa ' avec donc i,/ € H.On a

I—¢etdoncecaHa !.

xy =aha ‘ah'a™' = ahh'a ! € aHa™!
puisque 1/’ € H (H est un sous-groupe de G). Enfin, si on choisit #/ = 1!, le calcul précédent montre que
xy=yx=e

etdonc x ! =y caHa ! puisque 7~! € H. aHa ™' est donc bien un sous-groupe de G.
3. Notons 7 ’ensemble des éléments de torsion de G. On a ¢! = ¢, donc e € T. De plus, si x,y € T, avec
respectivement x" = ¢ et y"" = e, il suffit de remarquer que

O =" = =e
puis d’utiliser le fait que x et y~' commutent pour prouver que

()™ = () (O =

Ainsi, xy~! est élément de T, et T est bien un sous-groupe de G.

Correction de I’exercice 3 A
1. Prenons d’abord M € GL,(Z). Alors on a

det(M) x det(M ') = det(MM ') = det(I,) = 1

et de plus det(M) et det(M~") sont des éléments de Z. Ceci n’est possible que si det(M) et det(M~!) sont
égaux a 1 ou — 1. Réciproquement, si det(M) = +1, alors les formules de Cramer nous disent que

1
M= 3 tM(comat M)T.
e

La comatrice d’une matrice a coefficients dans Z étant a coefficients dans Z et det(M) valant £1, on a
bien que M ! est une matrice a coefficients entiers.



2. On remarque d’abord que I, € GL,(Z). Ensuite, si A, B € GL,(7Z), des formules

1
 det(A)

det(A~1)
et
det(AB) = det(A) det(B)

on déduit facilement que det(A~") et det(AB) sont éléments de {—1,1} et donc A~!, AB sont éléments de
GL,(Z).

Correction de I’exercice 4 A

Notons K le complémentaire de H et fixons a un élément de K (rappelons que H est strictement inclus
dans G). Nous allons prouver que le sous-groupe engendré par K, que nous allons noter L, est égal a
G tout entier. Puisque ce sous-groupe contient déja K, il suffit de prouver qu’il contient également son
complémentaire, a savoir H. Soit donc x € H. Alors ax ne peut pas étre un élément de H, sinon a = axx~!
serait élément de H lui aussi. Donc ax est élément de K. Mais alors, x = ¢~ ' ax est un élément de L puisque
a et ax sont tous deux éléments de K, donc de L, et que L est un sous-groupe (ce qui entraine que ¢! € L
et que le produit ¢~ 'ax est aussi dans L).

Correction de I’exercice 5 A

1. Soit f : H — aH définie par f(h) = ah. 1l s’agit clairement d’une surjection de H sur aH. De plus,
si ahy = ahy, alors h| = h; car a est inversible, et donc f est aussi injective. f est donc une bijection de H
sur aH ; ces deux ensembles ont le méme nombre d’éléments.

2. Supposons que aH NbH # & et prouvons que aH = bH. Par symétrie, il suffit de prouver que
aH C bH. Soit x € aH NbH, x = ah| = bhy. Prenons y = ah € aH. Alors a = bhyh; ' etdoncy = bhyh; 'h € bH.

3. La réunion des ensembles aH est clairement égale a G (si x € G, il est dans xH). On ne garde que les
aH deux a deux disjoints et par les deux questions précédentes, on réalise ainsi une partition de G avec
des ensembles qui ont tous le méme cardinal, a savoir le cardinal de H. Si k est le nombre d’ensembles
nécessaires pour réaliser cette partition, on a

kcard(H) = card(G)

et donc le cardinal de H divise celui de G.

Correction de I’exercice 6 A

Supposons d’abord que AB = BA. Alors AB est un sous-groupe de G car :

1. e € AB, car e = ee avec e € A et e € B (ce sont des sous-groupes) ;

2. AB est stable par passage au produit. En effet, si x = ab € AB et y = d'b’ € AB, alors xy = abd'b’. Or,
bd’ est un élément de BA, ¢’est donc aussi un élément de AB et donc ba’ = a”’b” avec a”’ € A et b’ € B. On
en déduit que

xy=ad'b"'b' € AB

puisque aa” € A et b"'b’ € B.

3. AB est stable par passage a ’inverse. En effet, si x = ab € AB, alors x| =b~!a~! est élément de BA
et BA = AB. Réciproquement, supposons que AB est un sous-groupe de G et prouvons que AB = BA. Soit
d’abord x = ab € AB. Alors x ! =b~'a~! € AB puisque AB est un groupe et donc b~ 'a~! =4'b’ avecd' € A
et b’ € B. On passe a I’inverse :

ab=0b""'d"' € BA.

Pour P’autre inclusion, considérons y = ba € BA. Alors y~' =a~'b~! € AB, et donc y = (y~')~! € AB
puisque AB est un groupe. .

Correction de I’exercice 7 A




1. Si ¢ était un morphisme de groupe, on aurait, puisque /, est I’élément neutre du groupe (GL,(R), x)
et O celui de R, ¢(I,) = 0. Ce n’est pas le cas, car ¢(I,) = n. On peut aussi trouver deux exemple de
matrices A et B pour lesquelles on n’a pas ¢ (AB) = ¢(A) + ¢(B) (ici aussi, A = B = [,, conviennent).

2. Dans ce cas, ¢ est bien un morphisme de groupe car on a bien Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B). La
morale des deux premieres questions est qu’il faut vraiment faire tres attention aux groupes en jeu, pas
seulement a ’application.

3. Ici aussi, ¢ est un morphisme de groupes car pour tous x,y = 0, on a

¢ (xy) = [y = [x[ < |y| = ¢(x) x 9(y).

4. Si ¢ était un morphisme de groupes, on aurait ¢(1) = 1 puisque 1 est I’élément neutre de (R*, x).
Ce n’est pas le cas puisque ¢(1) = 2.
5. On va revenir a la définition. Soit x,y € R. On a

P(x+y) = <(1) x?)

tandis que par les régles du produit matriciel

o0 %000 = (o *77):

Les deux résultats coincident : ¢ est bien un morphisme de groupes.

Correction de ’exercice 8 A
1. 11 suffit d’appliquer la définition : pour tous x,y € G, on a

T,(xy) = axya ' = axa 'aya~" = 1,(x) 7, (y).
2.Soitx € G.On a
7,0 Ty(x) = T (bxb™ ') = abxb~'a™!

tandis que
Tap(x) = abx(ab) ™' = abxb™'a~".

On a donc 7,0 T, = Ty.
3. Soit a € G. On pourrait prouver que 7, est injectif en calculant son noyau, puisqu’il est surjectif,
mais c’est plus facile d’appliquer la question précédente. Avec b = a~!, elle donne

TgO Tyt = Tyy-1 = T = 1dg
et en inversant le role joué par « et b, on a aussi
T,107, =1dg.

Ainsi, 7, est inversible d’inverse 7,-1.
4. On va prouver que ® = {7,; a € G} est un sous-groupe de (S;, o). Il est non-vide parce qu’il contient
T.. Si 7,4, 7, € O, alors
() '=1,1€0

et
T,0Tp = Ty € O.

Ainsi, (0, 0) est bien un sous-groupe de (Sg, o).

Correction de ’exercice 9 A




Puisque f n’est pas constante, il existe a € G tel que f(a) # 1. Maintenant, I’application x — ax est
une permutation de G : en effet, pour tout y € G, il existe un unique x € G tel que y = ax (x est égal a

a~'y). On en déduit que
Y flax) =Y fx).

x€G x€G
Mais d’autre part, puisque f est un morphisme de groupes, on a aussi

) flax) =) fla)f(x) = f(a) } fx).

xeG xe€G xeG

Ainsi, il vient

(fl@) 1) x ¥ fx) =0.

xeG

Puisque f(a) # 1, on en déduit que Y, f(x) = 0.

Correction de I’exercice 10 A
Soit f un morphisme de (Z,+). Prouvons par récurrence que pour tout n > 1, on a f(n) = nf(1).
C’est vrai pour n = 1, et si c’est vrai pour n, alors

fin+1) = f(n)+f(1) =nf(1)+f(1) = (n+1)f(1).

De plus, pour n < 0,0ona —n > 0 et donc f(—n) = —nf(1). On en déduit :

0=£(0) = f(n+(=n)) = f(n) + f(=n) = f(n) —nf(1).

Ainsi, on a toujours f(n) = nf(1), quel que soit n € Z. Caractérisons maintenant les morphismes surjec-
tifs. Supposons donc que f est surjectif. Tout élément de Z = f(7Z) est un multiple de f(1). Or, les seuls
éléments de Z qui divisent tous les autres entiers sont 1 et —1. On en déduit que /(1) =1ou f(1) =—1, et
donc que f(n) =n ou f(n) = —n. Réciproquement, ces deux applications sont clairement des morphismes
surjectifs de (Z,+). Déterminons enfin les morphismes injectifs. Soit f un morphisme et n € ker(f). Alors
f(n)=nf(1)=0.8i f(1) #0, alors f(n) =0 <= n=0et f est injectif, et si /(1) =0, alors f n’est pas
injectif. Donc tous les morphismes de (Z,+) dans (Z,+) sont injectifs sauf I’application identiquement
nulle.

Correction de I’exercice 11 A
Soit f un tel morphisme de groupe. On va commencer par démontrer que pour p et g des entiers

naturels,on a f(p) =pf(1) et f (é) = é f(1). La premiere des deux propriétés se démontre aisément par

récurrence. Pour la deuxieme, on écrit que

f(1)=f<611+-~+;> :qf<611).

Notons ensuite a = f(1). Alors a/q est un entier pour tout entier ¢, et donc @ = 0. On en déduit que
f(p) = f(1/q) =0 pour tous les entiers p et g, puis que f(p/q) = pf(1/q) = 0. Finalement, on trouve que
f est le morphisme nul.

Correction de I’exercice 12 A

Remarquons d’abord que le morphisme qui a tout x de G; associe I’élément neutre ¢ de G, convient.
Réciproquement, soit x un élément de G, et notons y = f(x). Puisque x est un élément de torsion, il existe
n > 1 tel que x* = e. Mais alors,

Y'=(f(0)" = f(x") = fle) =e.

Comme G est sans torsion, on a y = ¢ et donc f(x) = e pour tout x € G|.

Correction de ’exercice 13 A



Nous noterons dans les deux cas a les éléments de ’ensemble de départ, et i les éléments de I’ensemble
d’arrivée. Dans les deux cas, on peut remarquer qu’il suffit de déterminer I’image de 1, qui engendre le
groupe...

1. Soit ¢ un tel morphisme. Alors ¢ (1) a un ordre qui divise 3, puisque ¢ (1) +¢(1)+ ¢ (1) = ¢(0) =0.
Mais ¢ (1) a aussi un ordre qui divise 4, puisque c’est un élement de Z/4Z. Son ordre divise donc le pged
de 3 et 4, c’est-a-dire que son ordre est 1. Donc ¢ (1) = 0, le seul morphisme est le morphisme trivial.

2. Reprenons les mémes notations. Cette fois on a que ¢ (1) a pour ordre un diviseur du pged de 6 et
8. Son ordre peut donc étre égal a 1 ou 2. Si son ordre est égal a 1, il s’agit du morphisme trivial. Si son
ordre est égal a 2, on a nécessairement ¢ (1) = 4 qui est le seul élément d’ordre 2 de Z/8Z. Maintenant, il
s’agit de voir que cette formule définit bien un morphisme de groupes. Par exemple, on peut remarquer
qu’elle donne ¢ (k) = O si k est pair, et ¢ (k) = 4 si k est impair. A partir de 13, il est facile de voir que ¢
définit bien un morphisme de 7 /67 dans Z /8.
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On a (tenant compte du fait que la loi est notée additivement) :

2x9=6,3%x9=3,4x9=0.

9 est donc d’ordre 4.

Correction de I’exercice 15 A

D’abord, on remarque que x> est d’ordre fini, car (x*>)" = (x")?> = ¢> = e. De plus, son ordre que nous
allons noter d divise n. Distinguons alors deux cas :

Si n est pair et s’écrit 2p, alors (x?)” = x" = ¢, et donc I’ordre de x* divise p. De plus, si I’ordre de x*
est inférieur strict 2 p, on a x> = ¢ avec 1 < 2d < n, ce qui contredit la définition de ’ordre de x. Donc, si
n est pair, ’ordre de x” est n/2. Si n est impair, alors on a x*? = ¢ et donc n|2d. Mais comme 7 est premier
avec 2, on a n|d. Puisqu’on avait déja remarqué que d|n, on en déduit que d = n. En résumé, si n est
impair, ’ordre de x” est 1.

Correction de ’exercice 16 A

Pour tous x,y € G, on a x’y?> = e = xyxy soit en simplifiant 2 gauche par x et a droite par y, xy = yx.
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1. On peut commencer par remarquer que, pour x,y € G,

xxy=(x+y)—[x+y].
Ainsi, pour x,y,7 € G,

(xxy)*z=(x+y—[x+y])xz
=x+y—|[x+y]+z— |x+y—|x+y]+z]
=x+y—|x+y|+z—|[x+y+z]+ [x+Y]
=x+y+z—|x+y+z]
=x*(yx2)
(pour passer de la deuxiéme a la troisieme ligne, on a utilisé que |x+ 1| = | x| +n pour tout réel x et tout
entier »). La loi est donc associative, et trivialement commutative. On vérifie ensuite facilement que O est

élément neutre pour *, et tout x € G admet un symétrique pour x, donné par 1 — x.
2.S0itx € G, x = % avec g € N*, Alors par récurrence on prouve que

XM =gx—|gx|] =p—p=0.



Ainsi, x est d’ordre fini (inférieur ou égal a ¢), et G est un exemple de groupe commutatif infini dont tous
les éléments sont d’ordre fini.
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1. Supposons que G admette un élément x d’ordre infini et notons H le sous-groupe engendré par x.
Alors H est isomorphe a (Z,+), qui contient une infinité de sous-groupes. On en déduit que H, et donc G,
contiennent aussi une infinité de sous-groupes (les sous-groupes engendrés par les x", n > 1, qui ne sont
pas deux a deux égaux).

2. Pour x € G, notons H, le sous-groupe engendré par x. Alors on a G = |J,.; H,. Mais puisque G
contient seulement un nombre fini de sous-groupes, il y a un nombre fini de H, différents, notons-les
Hyy...,Hy,, 0’00 G = U2, Hy,. Mais chacun des H,, est fini d’apres la question précédente. Donc G est
fini.
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Si G n’est pas isomorphe a Z /47, alors tous les éléments de G différents de I’élément neutre sont
d’ordre 2. Notons a, b, ¢ ces éléments, et ¢ I’élément neutre. On construit alors la table de multiplication
du groupe. On peut commencer a écrire :

(U IR N IR ST BN oY

(SN IR ST G

e

On peut compléter la deuxieme ligne en remarquant que ab doit étre différent de a (sinon b = ¢), de b
(puisque sinon on aurait ab = b et donc a = ¢) et de e (sinon ab = aa et donc a = b). Ainsi, on doit avoir
ab = c. On peut continuer le méme raisonnement pour chacun des coefficients manquants et on trouve
finalement la table de multiplication suivante :

IR

QIO

(ST Il IS AN
[N AN IS T N AN
N IEST N O Bt

b

Mais on reconnait la table de multiplication (d’addition?) dans Z/27Z x Z /27, avec par exemple a =
(1,0), b= (0,1), c = (1,1). Ainsi, G est bien isomorphe a Z/27Z x 7 /27, I’isomorphisme étant donné par
e (0,0),a (1,0), b (0,1), ¢+ (1,1).

Correction de I’exercice 20 A

1. Rappelons que par le théoreme de Bézout, n est inversible dans (7 /207Z,-) si et seulement si n est
premier avec 20. On a donc G = {1,3,7,9,11,13,17,19}.

2. On prend un élément et toutes ses puissances, jusqu’a obtenir 1’élément neutre 1. On obtient

<l> = {1}
<3> = {1,3,7,9}
<7> = {1,3,7,9}
<9> = {1,9}

<11> = {1,11}
<13> = {1,9,13,17}
<17> = {1,9,13,17}

<19> = {1,19}



3. On vient de voir qu’on ne peut pas engendrer le groupe avec un seul élément. Essayons avec deux
éléments. C’est facile a voir. Si on prend par exemple 3 et 11, le groupe engendré comprend au moins
<3>et <11 >, c’est-a-dire au moins 5 éléments. Comme son ordre doit diviser I’ordre du groupe,
il contient au moins 8 éléments, c’est-a-dire que c’est G tout entier. Autrement dit, on a prouvé que
< 3,11 >=G etdonc {3,11} est un ensemble minimal de générateurs de G.

4. Aucun élément de G n’engendre seul le groupe. G n’est pas cyclique.

5. Les sous-groupes de G sont d’ordre 1,2,4 ou 8. Dans G, il y a un élément d’ordre 1, 4 éléments
d’ordre 4 et 3 éléments d’ordre 2. Si on combine deux éléments d’ordre 4 qui n’engendrent pas le méme
sous-groupe, ou un élément d’ordre 4 avec un élément d’ordre 2 qui n’est pas dans le sous-groupe engen-
dré (comme a la question 3), on obtiendra G tout entier. Reste a voir les sous-groupes engendrés par les
éléments d’ordre 2 : on a

< 11,19 >={1,11,19,9}

<3,11 >=<3,13 >=<3,19 >=< 11,13 >=< 13,19 >=G.

6. Parmi les sous-groupes de G, ceux de la deuxiéme question sont cycliques, donc isomorphes a Z/mZ
ol m = 1,2,4 suivant le cas. Le sous-groupe < 11,19 > n’est pas cyclique, car il n’est pas engendré par
un seul élément. De méme, G n’est pas cyclique.
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1. La relation est clairement réflexive et symétrique. De plus, si xZy et yZz, alors

six=yety=z,onax=z;six=yety=z ,onax=z!;six=y 'ety=z,onax=z"
ety:z’l,onax:z.

Dans tous les cas, on a x%7 et la relation est transitive.

2.six=yety=z,onax=z;

3.six=yety=z',onax=z"!;
4.six=y lety=z,onax=z";
5.
6.

1 1

ssix=y~

1
six=y lety=z",onax=z.
Puisqu’on n’a pas xZy si y ¢ {x,x '}, une classe d’équivalence comporte

ou bien un seul élément, si x = x~! ; ou bien exactement deux élements, si x # x~! ; ces éléments sont
alors x et x~ .

I1 y a au moins une classe d’équivalence avec un seul élément : la classe de I’élément neutre. De plus,
les classes d’équivalence forment une partition de G, et G est de cardinal pair. Il doit donc y avoir au
moins une autre classe de cardinal 1 (sinon le cardinal de G serait impair). Cette autre classe de cardinal
1 donne un élément x égal a son inverse.

7. ou bien un seul élément, si x =x"!;

8. ou bien exactement deux élements, si x # x~! ; ces éléments sont alors x et x~ .

Correction de I’exercice 22 A
1. Notons d ’ordre de xy. Remarquons que (xy)?? = (x”)4(y9)” = e, et donc d|pg. De plus, puisque
(xy)¢ = e, on en déduit que x¢ = y~<. 1l vient alors

= ()= (") =

Ainsi, p|dq et puisque p et g sont premiers entre eux, on en déduit que p|d. De la méme facon, on a g|d
et en utilisant a nouveau que p et ¢ sont premiers entre eux, on conclut que pg|d. Ainsi, on a bien que

d = pq.
2. On vérifie facilement que A est d’ordre 4, que B est d’ordre 3 et que

1 1
(11,

On prouve alors par récurrence que, pour tout n > 1,

(AB)":<(1) ’f)



AB n’est pas d’ordre fini, et donc I’hypothése que G est commutatif est importante.

3. Si x est un élément d’ordre n > 2 dans un groupe G, son inverse x| est aussi d’ordre n, et pourtant
le produit xx~! est d’ordre 1, et non d’ordre 1 ou 1> !

4. Une application :

Considérons a = x”/¢. Alors on a a? = x” = e. D’autre part, si ¢’ = e, alors x'”/? = ¢ et donc rp/d
est un multiplie de p. En particulier r/d est un entier, ce qui signifie que d|r. a est donc bien d’ordre d.
Décomposons p et g en facteurs premiers (pour avoir les mémes facteurs, on s’autorise des exposants
nuls) :

p=pi"-pf q=pl"-pl.

On sait qu’alors
max((xl ,B]) . pmax(arvﬁr)
p .

ppem(p,q) = p, :

Par la question précédente, il est possible, pour chaque i = 1,...,r, de fabriquer un élément a; d’ordre
?nax(a"’ﬁ " (on le fabrique & partir de x si &; > B:, a partir de y sinon). En utilisant le résultat de la pre-

miére question et une simple récurrence, le produit ¢, .. .a, est bien d’ordre ppcm(p, g). Notons xi,...,x,
les éléments de G, d’ordres respectifs ¢,...,q,. Alors d’apres la question précédente, il existe un élé-
ment d’ordre ppcm(q1,q>). Puis appliquant une nouvelle fois la question précédente, il existe un élément
d’ordre ppcm(ppem(q1,q2),q3) = ppcm(q1,42,q3). Par une récurrence facile, on construit un élément
d’ordre le ppcm que g1, ...,q;.

5. Considérons a = x”/?, Alors on a a? = x” = e. D’autre part, si a’ = e, alors x’?/¢ = ¢ et donc rp /d
est un multiplie de p. En particulier r/d est un entier, ce qui signifie que d|r. a est donc bien d’ordre d.

6. Décomposons p et g en facteurs premiers (pour avoir les mémes facteurs, on s’autorise des expo-
sants nuls) :

d

p=pfplg=pt-ph.

On sait qu’alors
max(oy,B1) max (0, )
r .

ppem(p,q) = p, e p

Par la question précédente, il est possible, pour chaque i = 1,...,r, de fabriquer un élément a; d’ordre
fnax(a"’ﬁ 2 (on le fabrique a partir de x si o; > 3;, a partir de y sinon). En utilisant le résultat de la premiére
question et une simple récurrence, le produit a; .. .a, est bien d’ordre ppcm(p,q).
7. Notons xi,...,x, les éléments de G, d’ordres respectifs ¢, ...,q,. Alors d’apres la question pré-
cédente, il existe un élément d’ordre ppcm(q;,q2). Puis appliquant une nouvelle fois la question précé-
dente, il existe un élément d’ordre ppcm(ppcm(q1,q2),q3) = ppcm(q1,42,4q3). Par une récurrence facile,

on construit un élément d’ordre le ppcm que ¢y, ...,qg;.
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1. On a (g,h)" = (g",h") = (e,e) si et seulement si on a a la fois p|n et g|n, donc si et seulement si
ppem(p, g)|n. Ainsi, I’ordre de (g, /) est bien le ppcm de p et .

2. Soit p ’ordre de G et g ’ordre de H. Si p Ag = 1, si x est un générateur de G (d’ordre p donc)
et si y est un générateur de H (d’ordre g donc), alors (x,y) est d’ordre ppecm(p,q) = pq. Puisque G x H
est de cardinal pg, c’est bien un groupe cyclique. Réciproquement si G x H est cyclique, soit (g,/) un
générateur de G x H. Alors g est un générateur de G et /1 est un générateur de H. Leur ordre respectif
est donc p (resp. g), et par la premiere question, (g,/) est d’ordre ppcm(p,q). Puisqu’on sait qu’il est
d’ordre pg, on a bien ppem(p,¢) = pq qui implique que p et g sont premiers entre eux.

Correction de ’exercice 24 A

Soit a un générateur de G. L’ensemble des entiers p > 1 tels que a” € H est non-vide (puisque
a®@d(G) — ¢ ¢ H). 1l contient un plus petit élément que nous noterons n. On va alors prouver que H
est le groupe engendré par ¢". Il est d’abord évident que le sous-groupe engendré par a”" est contenu dans
H. Réciproquement, soit x € H. x s’écrit x = a”, et il suffit de prouver que p = kn. Effectuons la division
euclidienne de p par n : p = gn+r avec 0 < r < n. Mais alors :

a’? = (a")1a" = a" =aP(a") 1€ H.



Par minimalité de n, ceci n’est possible que si » = 0, donc que si p est un multiple de n. Remarquons la
proximité entre cette démonstration et celle des sous-groupes de Z.




	Groupes et sous-groupes
	Morphismes de groupe
	Ordre d'un élément, groupes cycliques

