Chapitre : Trigonométrie

1 Valeurs des fonctions trigonométriques

Exercice 1 ™ Valeurs exactes —

Calculer les valeurs exactes des expressions suivantes :

cos 538n sin 1237 tan Tiw
— in| —— — .
3 ’ 6 )’ 4

Indication V¥ Correction V¥ [3045]



https://bibmath.net/ressources/index.php?action=affiche&quoi=mpsi/feuillesexo/trigo&type=fexo

Exercice 2 "« Valeur de cos(7/12) et sin(x/12). —

Déterminer la valeur de cos(m/12) et sin(x/12).
Indication V¥ Correction ¥ [2292]




Exercice 3 "« Tangente en 7/8 —

Calculer tan(7/8).
Indication ¥V Correction V [3073]




Exercice 4 "% Cosinus —

Soit x €] — 7, w[+27Z. On pose ¢ = tan(x/2). Démontrer les formules suivantes :

11— . 2t 2t

cos(x) = 5 sin(x) = o2 tan(x) = 1z

Indication V¥ Correction V¥ [3074]




Exercice 5 "% Inégalité sur les sinus —

Démontrer que, pour tout n > 1 et tout x € R, |sin(nx)| < n|sin(x)|.
Indication Vv Correction V [3076]




2 Equations et inéquations trigonométriques

Exercice 6 "« Equations trigonométriques - lecture du cercle trigonométrique —

Résoudre dans R les équations suivantes :

1
1. sinx = 3 2. tanx = V3 3. cosx=—1
4. sin(3x) =1 5. cos(4x) = -2

Indication ¥V Correction V [2518]




Exercice 7 " Equations trigonométriques simples —

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. sin(5x) =sin (ZF+x) 2. cos (x+ %) = cos(2x)
3. tan (x+ 7) = tan(2x)

Indication ¥V Correction V [3077]




Exercice 8 "¢ Equations trigonométriques - apres formule de trigonométrie —

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. sinxcosx = %. 2. sin (2x— g) = cos (%)

3. cos(3x) =sin(x) 4.tanx = 2sinx.

Indication ¥V Correction V [52]




Exercice 9 " Equations trigonométriques plus difficiles —

Résoudre les équations trigonométriques suivantes :
1. cosx = v/3sin(x) + 1 2. cosx+sinx = 1 +tanux.

Indication V¥ Correction V [3078]




Exercice 10 "= Equation du second degré —

Déterminer les réels x vérifiant 2 cos?(x) 4+ 9cos(x) +4 = 0.
Indication ¥ Correction ¥ [3044]




Exercice 11 & Inéquations trigonométriques —

Résoudre sur [0, 27], puis sur [—7, 7], puis sur R les inéquations suivantes :
1. sin(x) > 1/2 2.cos(x) >1/2

Indication ¥V Correction V [2923]




Exercice 12 "% Un systéme —

Déterminer I’ensemble des couples (x,y) vérifiant les conditions suivantes :

2cos(x) +3sin(y) Vv2-3
4cos(x) +sin(y) = 2v2—3
x€[-mnl], ye[-mmn]

Indication V¥ Correction V¥ [2925]




Exercice 13 " Inéquations trigonométriques —

Résoudre sur R les inéquations suivantes :

1. tanx>1 2. cos(x/3) <sin(x/3)
3.2sin’x <1 4. cos?x > cos2x.

Indication ¥V Correction V

[54]




Exercice 14 7« Equation trigonométrique —

Pour quelles valeurs de m 1’équation /3 cosx — sinx = m admet-elle des solutions ? Les déterminer lorsque
m= \@

Indication V¥ Correction V¥ [53]




Exercice 15 "% Trinéme du second degré? —

Résoudre dans [0,27] I’équation cos(2x) + cos(x) = 0.
Indication V¥ Correction ¥ [2277]




Exercice 16 "% Inéquation plus subtile qu’il n’y parait —

Résoudre dans | — 7; 7] I’inéquation suivante : tan(x) > 2sin(x).
Indication Vv Correction V [2924]




Exercice 17 "« Du cosinus a ’angle —

On cherche a déterminer tous les réels ¢ tels que

1+V5
cost = .
4
1. Démontrer qu’il existe une unique solution dans I’intervalle ]0, 7 /4[. Dans la suite, on notera cette solu-
tion ty.
2. Calculer cos(21y), puis démontrer que cos(4#p) = —cos(1).
3. En déduire ¢.
4. Résoudre I’équation.

Indication V Correction V¥ [56]




3 Fonctions trigonométriques

Exercice 18 "= Avec un déphasage —

On considere la fonction f définie sur R par

3x =«
f(x) =cos <2 - 4) .
1. Déterminer une période T de f.
2. Déterminer en quels points f atteint son maximum, son minimum, puis résoudre 1’équation f(x) = 0.
3. Représenter graphiquement la fonction f sur I’intervalle [T, T].
4. f est-elle paire ? impaire ?
Indication V Correction V [3047]




Exercice 19 " Domaine —

Soit f la fonction définie par f(x) = In (|sin ($x)|). Quel est le domaine de définition de f ? La fonction f
est-elle paire ? impaire ? périodique ?

Indication V Correction V [2887]




Exercice 20 "= Périodique... —

On considere la fonction f définie sur R par
f(x) = cos(3x) cos’ x.

1. Pour x € R, exprimer f(—x) et f(x+ ) en fonction de f(x). Sur quel intervalle / peut-on se contenter
d’étudier f?

2. Vérifier que f'(x) est du signe de —sin(4x), et on déduire le sens de variation de f sur I.

3. Tracer la courbe représentative de f.

Indication ¥V Correction V [660]




Exercice 21 "« Quotient de sinus —
On considere la fonction f définie par

sinx
SO =Ty

On note I" sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
1. Quel est le domaine de définition de f? Vérifier que f est 2m-périodique.

2. Comparer f(m —x) et f(x). Que dire sur I"?
3. Etudier les variations de f sur I'intervalle | —Z, Z], puis déterminer la limite de f en —7/2.

4. Construire I' a I’aide des renseignements précédents.

Indication ¥V Correction V

[561]




Exercice 22 7« Etude d’une fonction trigonométrique —

On considere la fonction f définie par f(x) = zjr‘é‘(fb ~.

1. Déterminer le domaine de définition de f. Justifier que f est dérivable sur son domaine de définition.

2. Pour x € R, calculer f(x+2m) et f(—x). Que peut-on en déduire sur la courbe représentative de f? En
déduire qu’il suffit d’étudier f sur [0, 7] pour construire toute la courbe représentative de f.

3. Montrer que, pour tout réel x, on a

1+2cosx

0 = T cose?

4. Etudier le signe de 1+ 2cosx sur [0, 7).

5. Etablir le tableau de variations de f sur [0, 7).

6. Tracer la courbe représentative de f.

Indication ¥ Correction ¥ [2918]




Exercice 23 " Périodicité —

Soit & € R et f la fonction définie sur R par f(x) = cos(x) + cos(ax). On veut démontrer que f est
périodique si et seulement si o € Q.

1. On suppose que & = p/q € Q. Démontrer que f est périodique.

2. On suppose que o ¢ Q. Résoudre ’équation f(x) = 2. En déduire que f n’est pas périodique.

Indication V¥ Correction ¥ [3048]




Indication pour I’exercice 1 A

Utiliser la périodicité des fonctions trigonométriques. Effectuer par exemple la division euclidienne de 538

par 3, ou par 6.

Indication pour I’exercice 2 A

Utiliser des formules de trigonométrie pour utiliser la valeur de cos(7/6).

Indication pour I’exercice 3 A

Utiliser les formules de duplication, en remarquant que 2§ = 7.

Indication pour ’exercice 4 A

Indication pour ’exercice 5 A

Raisonner par récurrence sur n, et utiliser la formule de trigonométrie sin(a+b) = ....

Indication pour I’exercice 6 A

Chercher d’abord les solutions dans [0, 27].

Indication pour ’exercice 7 A

Utiliser les résultats du cours! Pour la derniere question, tenir compte de I’ensemble de définition de la

fonction tangente !

Indication pour ’exercice 8 A

En utilisant des formules de trigonométrie, il faut se ramener a des équations du type cosa = cosb ou

sina = sinb, et utiliser des résultats du cours.

Indication pour I’exercice 9 A

Indication pour I’exercice 10 A

On pourra poser X = cos(x).

Indication pour I’exercice 11 A

Indication pour I’exercice 12 A

Poser X = cosxetY =siny.

Indication pour ’exercice 13 A

S’aider du cercle trigonométrique. On pourra poser, pour la question 3., u = x/3, et utiliser des formules de

trigonométrie pour la question 4.

Indication pour ’exercice 14 A

Mettre 4/ (v/3)? + 12 en facteur.




Indication pour ’exercice 15 A

Exprimer cos(2x) en fonction de cos x.

Indication pour I’exercice 16 A

Attention ! On ne peut pas simplifier par sinx.

Indication pour I’exercice 17 A

1. cos(0) > cos(fy) > cos(m/4).

2. Formule de trigo.

3. Transformer 1’équation en cos(a) = cos(b), et utiliser le fait que #o €]0, 7 /4].
4. C’est du cours !

Indication pour I’exercice 18 A

1.

2.
3.
4.

Indication pour ’exercice 19 A

Indication pour I’exercice 20 A

1. Montrer qu’on peut se restreindre a I’intervalle [0, /2].
2. Utiliser une formule d’addition.
3.

Indication pour I’exercice 21 A

1. 11 faut résoudre sin(x) = —1.

2.

3. Considérer les fonctions xsinx et x — ﬁ
4,

Indication pour I’exercice 22 A

1. Utiliser que —1 < cosx < 1 pour tout x € R.

2. Utiliser d’abord une symétrie par rapport a O puis des translations.
3. Formule de la dérivabilité d’un quotient.

4. S’aider du cercle trigonométrique.

5.

6.

Indication pour I’exercice 23 A

1. Chercher une période de f sous la forme d’un multiple de 2.
2. Pour que f(x) =2, il faut a la fois que cos(x) = 1 et que cos(ax) = 1.




Correction de ’exercice 1 A

On sait que 538 =179 x 341 et donc

co 3387 =co <1797t+n)—c0 4z = !
\T3 ) T 3) - \3 )T Ty

De méme, on a 123 =20 x 6+ 3 et donc

sin <1263n> = sin <207r+ g) =sin (g) =1.

De méme,ona 77 =19 x4+ 1 et donc

TIm T T
tan (—4) = tan (—197‘5—1) =tan <_Z> =—1.

Correction de I’exercice 2 A

D’aprés la formule cos(2x) = 2cos?(x) — 1, on a

b

2cos?(m/12) = cos(m/6) +1 = +1.

Puisque cos(7/12) > 0, 0n a

On en déduit que

Puisque sin(7/12) > 0, on a donc

in () = V23
2, 2
Une autre possibilité pour résoudre cet exercice était de remarquer que
n T 7T
34 12

et d’appliquer les formules d’addition sin(a — ) et cos(a — b).

Correction de ’exercice 3 A

On remarque que 2§ = ¥. On a donc

tan(7/8) +tan(m/8)
1 —tan?(7/8)

_ 2tan(7/8)

~ 1—tan?(/8)

tan(mw/4) =

Puisque tan(7/4) = 1, tan(7/8) est solution de I’équation x> +2x — 1 = 0. Les deux solutions de cette équation

sont
- )
Comme on sait que tan(7/8) > 0 puisque 7/8 €]0,7/2[, on en déduit que

tan(%) =v2-1.

X0



Correction de I’exercice 4 A
Bien sir, on peut déduire la troisieme formule des deux autres. La plus facile est la troisieme, car d’apres
la formule de duplication de tan :

X 2t
t =t 27) =—.
an(x) an( 3 =

Par ailleurs, on a
sin(x) = sin (2%)
= 2sin(x/2)cos(x/2)
= 2tan(x/2) cos>(x/2).

Puisque de plus
1

cos? (x/2) = H—TZ(X/Z)

on obtient le résultat.

Correction de I’exercice 5 A

On va démontrer le résultat par récurrence sur n. On fixe x € R et pour n > 1, on note P, : ”|sin(nx)| <
n|sin(x)|”. Initialisation : la propriété est clairement vraie pour n = 1. Hérédité : soit n > 1 tel que P, est vraie
et prouvons P, . Alors on a

sin((n+ 1)x) = sin(nx) cos(x) + sin(x) cos(nx).
En utilisant I’inégalité triangulaire, puis |cos(x)| < I et | cos(nx)| < 1, on trouve
|sin((n+ 1)x)| <|sin(nx)| - |cos(x)|+ |sin(x)]| - | cos(nx)|
< |sin(nx)| - 1 4 |sin(x)|- 1
< n|sin(x)| + |sin(x)|
< (n+1)[sin(x)]

ou I’avant-derniere ligne vient de I’hypothese de récurrence. Donc P, est vraie. Conclusion : La propriété P,
est vraie pour tout n > 1.

Correction de I’exercice 6 A

1. Les seules solutions de 1’équation dans [0,27[ sont x = /6 et x = 57/6. Par 2m-périodicité, on obtient
que les solutions sont les réels /6 + 2kx, k € Z et les réels 5 /6 + 2km, k € Z. Une autre fagon de rédiger est
d’écrire que

sin(x)zsin(%) — EIkGZ,x:g+2k7rou ke, x:n—%+2k7r.

2.0n a v/3 = tan(7/3) et donc I’ensemble des solutions est { £ + k7 : k € Z} (attention ! ici les solutions
sont définies simplement a 7 prés et non a 27 pres).

3.1l n’y a qu’une solution a I’équation dans [0, 27], donnée par x = 7. Les solutions de I’équation sont donc
les réels w4 2km, k € Z.

4. On écrit o
sin(3x) = 1 «= ez, 3x:§+2k7t — EIkGZ,x:g+ i3

5. L’équation n’admet pas de solutions ! En effet, cos est a valeurs dans [—1, 1].

Correction de ’exercice 7 A




1. On écrit simplement que
2 2 2
sin(5x) = sin (3” +x) — Sx= ?” x4+ 2km, k€ ZouSx =7 — ?” x4 2km, ke L.

En résolvant individuellement chaque équation, on trouve que

T

2
sin(5x) = sin <;+x> = x= z—|—kg, keZoux= T

T
WE ke
6 thy ke

2. On sait que
T T T
cos <x+ Z) = cos(2x) <= x+ 7 = 2r42km, k€ Loux+ 7 = —2x+ 2k, ke L.

En résolvant individuellement chacune de ces deux équations, on trouve que 1’ensemble des solutions est

T T 2km
ok Z} . NN YAS
{4+ km: ke U{ 12+ 3 ke }

3. On remarque d’abord que 1’équation a un sens pour 2x # 7 +-kx, k € Zetpour x+ § # T +km, k € Z.
11 faut donc chercher les solutions dans

T km T
E=R\({Z+ ez {7 : Z}.
\<{4+2 ke }U 4+kn ke )
Pour x € E, on écrit alors
T n
tan(2x) = tan (x—i— Z> = 2x:x+z+k7t, keZ
<:>x:§+k7r,kez.

Mais 7 + k7, k € Z n’est jamais dans E. Ainsi, cette équation n’admet aucune solution.

Correction de ’exercice 8 A

1. On se ramene a une équation simple en remarquant que sinxcosx = % sin(2x). L’équation est donc équi-

valente 2 sin(2x) = 5. Mais,

sin(2x) =3 <= Kk €Z2x=Z+2knouIk €L, 2x=2E+2kn
— Jke€Zx=ZL+knoudk€Z, x=2Z+knm.

2. On transforme d’abord I’équation par une formule de trigonométrie :

n(2-3) =eos(5) = in (2 5) =in(35)
sSin | =X 3 = COS 3 Sin | =X 3 = Sin 3 3 .

En utilisant la méme méthode qu’a la question précédente, on trouve :

5 6k
sin(Zx—%) :cos(%c) —= x:TZJrTn, k€ Zoux= §+?, keZ.
3. C’est exactement la méme méthode. On trouve que
k
cos(3x) = sinx <~ x:g+§, kEZoux:—g+k7£, keZ.

4. On remarque d’abord que x # 7 + k7, k € ZZ. Si tel est le cas, alors
tanx = 2sinx <= 2sinxcosx = sinx <= sin(2x) = sinx.

Or,

2k
—n, keZ.

T
sin(2x) = sinx <= x = 2km, keZoux:g—k 3



On vérifie (par exemple, sur le cercle trigonométrique), qu’aucune des solutions ne s’écrit 5 + 17, [ € Z et on
conclut finalement que :
2km

tanx = 2sinx <= x — 2k, keZoux:§+T,keZ.

Correction de I’exercice 9 A
1. Pour ce type d’équations, la méthode est toujours la méme. On commence par la transformer en

cos(x) —v/3sin(x) = 1.
On factorise ensuite par 1/ 1 + (/3)2 = 2. L’équation est équivalente a

%cos(x) — \fsin(x) = %

On remarque ensuite que cos(7/3) = 1/2 et sin(/3) = v/3/2. L’équation s’écrit donc

cos (%) cos(x) — sin (%) sin(x) = %

D’apres une formule de trigonométrie, elle est encore équivalente a

cos(ﬁ—i- )—cos(z)
3 x| = 3)

Les solutions de cette équation sont les réels x pour lesquels

§+x:§+2kﬂ,kEZou§+x:—§+2kn, kel

L’ensemble des solutions de 1’équation est donc
2
{2km: keZ}U —?+2k7r: keZs.

2. Remarquons pour commencer que 1’équation a un sens pour les x tels que x # 7 4 kz. Pour ces x, elle
est équivalente a

, cosx + sinx )
cosx+siny = —— <= (cosx— 1)(cosx+sinx) =0
cosx

<= cosx =1 ou cos(x)+sin(x) =0

<= x=2km, k € Z ou cos(x) = —sin(x) = cos (g —i—x)

e x—2%m, kEZoux:—g—)H—an', ke
— x—2%m, kEZoux:—g—i—kn, kel

On vérifie qu’aucune de ces solutions ne correspond a une valeur interdite pour laquelle 1’équation n’a pas de
sens.

Correction de I’exercice 10 A
On pose X = cos(x), et I’équation devient 2X> 49X +4 = 0. Son discriminant est A = 49 = 72, et ses

racines sont X| = —4 et X, = —1/2. L’équation cos(x) = —4 n’a aucune solution. Les solutions de 1’équation
cos(x) = —1/2 sont les réels qui s’écrivent %” +k21w, k€ Z, et %4” + k27, k € Z. Finalement I’ensemble des

solutions est A A
{3”+k2n: keZ}U{_;TJran:keZ}.



Correction de ’exercice 11 A
Il faut s’aider du cercle trigonométrique !
1. Pour x € [0,27], on a

(5
sin(x) >1/2 < x€ E,—n .
_6 6 -
Pour x € [—7, 7], on a le méme résultat :
, [m 5]
sin(x) >1/2 < x€ A3

Finalement, par 27z-périodicité, pour x € R, on a

sin(x) >1/2 < Jke€Z, xe [g+2k7r;5n

2km| .
6+ n}

2. Pour x € [0,27], 0on a

cos(x) >1/2 < x¢€ [0, g] U [?;2%] .

Pourx € [—m, 7], on a
cos(x) >1/2 < x¢€ [—g,g} .

On conclut de la méme facon par 27-périodicité, mais on utilise plutot la deuxiéme expression qui est plus
facile. Finalement, pour x € R,

cos(x) > 1/2 <= 3ke€Z xe [—§+2kn;§+2kn}.

3

Correction de ’exercice 12 A
Posons X = cos(x) et Y = sin(y). Alors le couple (X,Y) est solution du systeme

2X+3Y = V2-3
4X+Y = 2V2-3.

On résout ce systeme en remarquant que

1 3
Y—2X3Y:2ﬁ—2—2X(f_2>

ce qui donne encore

5 1
S =z = YV=—2.
2 2
On en déduit ensuite que X = f . On a donc sin(y) = —1 ce qui entraine que y = —7/6 ou y = —57/6, puis
cosx = +/2/2, ce qui entraine x = 71 /4 ou x = —7 /4. Finalement, on trouve 4 couples de solutions :

GG D (-0

Correction de ’exercice 13 A

1. On travaille cette fois sur un intervalle de longueur 7. Puisque tan(7/4) = 1, on en déduit que I’ensemble
des solutions est

S = U[ +kr, — +k7r



2. On va d’abord poser u = x/3. Alors,
. . T RY/4
cos(x/3) <sin(x/3) <= cos(u) <sin(u) <= Ik €Z,ue [4 + 2km, E —|—2kn’] .

Revenant a x = 3u, il vient

3 15
cos(x/3) <sin(x/3) <= Jk€Z, x€ {f + 6k, Tﬂ' +6k717] .
On en déduit que
3 15
7= [” +6kn,”+6kn] .
keZ 4 4

3. On commence par utiliser la formule de trigonométrie cos(2x) = 1 —2sin(x). L’équation est donc équi-
valente a cos(2x) > 0. Posons u = 2x. Alors cos(u) > 0 est équivalent & u € Uycz, [—5 +2k7; 5 +2k7n]. Onen
déduit que I’ensemble des solutions de I’inéquation initiale est donné par

T T
U [—Z +kn;1+k7t .
keZ

4.0na
coszxz COS2x <— coszxz 20082 x—1 < coszxg 1.

Cette derniere inégalité étant toujours vérifiée, on en déduit que pour tout x € R, on a

cos® x > Ccos 2x.

Correction de I’exercice 14 A

C’est une méthode classique. On met en facteur 4/ (1/3)2 4 12 = 2, de sorte que

3 1
V3 cosx —sinx =2 (\zf cosx— 5 sinx) = 2(cos(m/6) cosx — sin(7/6) sinx) = 2cos (x+ %) .

L’équation est donc équivalente a

cos( +E)—T
te)=73

Elle admet donc des solutions si et seulement si m € [—2,2]. Si m = /2, alors on a

5
cos(x—i—g) :%:cos<g) = x:%—i—Zkﬂ:, keZoux:—l—g—i—an, keZ.

Correction de I’exercice 15 A
On sait que cos(2x) = 2cos?(x) — 1 et donc 1’équation est équivalente &

2cos*(x) +cos(x) — 1 = 0.

Posons y = cosx et déterminons les solutions de 1’équation 2y> +y — 1 = 0. Calculant le discriminant, on voit
que les solutions de cette équation sont y = —1 et y = 1/2. On en déduit donc que cos(2x) 4 cos(x) = 0 si
et seulement si cos(x) = —1 ou cos(x) = 1/2. Puisque I’on cherche les solutions uniquement dans [0,27],

I’ensemble des solutions est {7, 7/3,57/3}.

Correction de ’exercice 16 A




Pour ne pas se tromper en simplifiant par sinx, on passe tout a gauche et on factorise :

! 1-2
tan(x) — 2sin(x) = sin(x) (cosx — 2> — sin(x)%_

On conclut par un tableau de signes.
On trouve donc que I’ensemble des solutions est

|-r-2[o[- B2 2utm

1—2cosx

woo® sur [0, 7] puis conclure par imparité

Remarquons qu’on aurait pu simplement étudier le signe de sin(x)
de cette fonction.

Correction de I’exercice 17 A
1+f

et on vérifie aussi facilement que cos(7/4) = i (par exemple,

2v2)* =8 < (1+V5)* =6+2V5).

Puisque la fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur I’intervalle |0, 7w /4], il existe un unique

1. I est clair que 1 = cos(0) >
a la calculatrice, ou parce que

to dans |0, /4] tel que cos(1y) = 1+‘[
2.0na
cos(21y) = 2cos?(ty) — 1 = \@4_ 1.
De méme,
cos(4ty) = 2cos?(2ty) — 1 = _1;\6 = —cos(f).
3. L’équation cos(4fy) = — cos(to) est équivalente a cos(4#y) = cos(m —1y), dont les solutions vérifient

Atg = Tt —to+ 2k, k € Z ou 4ty = to — 70+ 2k7, k € Z.

Mais puisque 7 — o €]37/4, | et 41y €]0, ], la premiere équation n’est possible que pour k = 0 et on trouve
to = m/5. Et comme fy — m €] — m,—37/4[, on ne peut jamais avoir 7y — = + 2km €]0,w][. On en déduit que
fh = %

4. Par le résultat du cours, les solutions de cost = HT\E sont les réels t = % +2km, ke Zett = —% +2km,
keZ.

Correction de ’exercice 18 A
1. Soit T un nombre réel. On a

f(x+T)=cos <;(x+T)—Z> = cos (;x—Z—k?’;) .

Ona f(x+T) = f(x) par exemple si 37 /2 = 27, donc si T = 47 /3. La fonction f est donc 47 /3 périodique.
2.0na

3
f) =1 < ez, 5x—f:an

4
dkr &

— Jke€Zl, x=—+—.
L x=515

4kﬂ:

La fonction f atteint donc son maximum en les points + %,k € Z. De méme, on a

3
f)=—-1 < ez, 5x—§:ﬂ+2kﬂ?

4k Sm

<— JkeZ, x=—+—.
€ L, x 3+6



La fonction f atteint donc son minimum en les points ‘”‘T” + %”, k € 7. Finalement, on a aussi

3 T T
f(x)=0 <= JkeZ, EX—Z—E—HCTE
2km 0w
< JdkeZ, x=—+—.
e

Les solutions de 1’équation f(x) = 0 sont donc les réels Zg—” + 2, ke Z.

3. On peut représenter f en s’inspirant de la courbe représentative de la fonction cosinus, et en utilisant les
résultats de la question précédente, qu’on peut compléter par exemple avec f(0) = cos(—x/4) = +/2/2. On
trouve :

4. Puisque f(0) # 0, 1a fonction f n’est pas impaire. De plus, f(7/2) = 0 alors que f(—m/2) =cos(—7) =
—1 4 f(m/2). La fonction f n’est pas paire !

Correction de ’exercice 19 A

On sait que In(u) est défini uniquement si u > 0. Donc In (|sin (5x)|) est défini uniquement si |sin ($x)|
est strictement positif. La valeur absolue d’un réel étant toujours positive ou nulle, la fonction f est bien définie
pour les réels x tels que

sin (§x> #0.
Mais on a
sin(gx) —0 > ez, gx:kn
<— dkeZ, x="2k.

La fonction f est donc bien définie pour tous les réels, sauf les entiers pairs : Z; = R\2Z. Pour déterminer
la parité de f, remarquons déja que son domaine de définition est symétrique par rapport a 0, et donc que si
x € Yy, alors —x € Y. Soit donc x € Zy. Alors

T
sin <§x> D (car la fonction |- | est paire)

Ainsi, la fonction f est paire. De plus, on a

fe+2) =1n |sin (g(x+2)) D

. T
=In ( sin (Ex—k 7'[) D
=In ( —sin (Ex) D

2
=In ( sin (Ex> D
2
= f(x)
ol on a utilisé que sin(r + ) = —sint et que | —a| = |a|. Ainsi, f est périodique de période 2.

Correction de ’exercice 20 A
1.0na

f(=x) = cos(—3x)(cos®(—x)) = cos(3x) cos®(x) = f(x).

La fonction f est paire, on peut se contenter de 1’étudier sur [0, +oo[. De plus,

f(x+ 1) = cos(3x+37) cos® (x + ) = —cos(3x)(—cosx)® = f(x).



f est donc m-périodique. Finalement, on peut se contenter d’étudier f sur I’intervalle / = [0, 7/2]. On obtiendra
aussi la courbe de f sur [—7/2,7/2] par parité. Cet intervalle est de longueur 7 et la fonction est 7-périodique.
On va donc déduire le reste de la courbe par des translations de vecteur kni, k € Z.

2. f est dérivable sur / et pour tout x € [, on a

f'(x) = —3sin(3x)cos®(x) — 3cos(3x)sin(x) cos?(x)
= —3cos?(x)(sin(3x) cos(x) + sin(x) cos(3x))

= —3cos’(x)sin(4x).

Puisque cos?(x) > 0, f’ est bien du signe de — sin(4x) sur I'intervalle [0, 7z/2]. En particulier,
six € [0,m/4], f'(x) <O0et f est décroissante; six € [r/4,7/2], f'(x) > 0 et f est croissante.
3.six € [0,m/4], f'(x) <O0et f est décroissante;
4.six e [n/4,7/2], f'(x) > 0 et f est croissante.
5. On obtient le dessin suivant :

Correction de I’exercice 21 A
1. f(x) est défini partout ol le dénominateur ne s’annule pas, c’est-a-dire pour tout les x avec sinx # —1.
Le domaine de définition de f est donc

@sz\{—ngzkn; kez}.

De plus, la 2z-périodicité de sin entraine facilement la 27-périodicité de f.

2. De sin(m — x) = sinx, on déduit que f(w —x) = f(x). Ceci signifie que la droite d’équation x = 7 /2 est
un axe de symétrie de I

3. Posons g(x) = 37 et h(x) =sinx. On a f = goh. De plus, & est croissante sur I'intervalle | — /2, /2]
dont I'image est | — 1, 1]. La fonction g est elle croissante sur I’intervalle | — 1, 1] (par exemple, on peut écrire
glx)=1-— )ﬁ Par composition, f est croissante sur | — 7/2,7/2]. On a sin(x) — —17 lorsque x tend vers
—m/2etlim,_, ;+g(x) = —oo. Ainsi, par composition de limites, f tend vers —ec en —7 /2.

4. On construit d’abord y sur | — /2,7 /2]. On la déduit sur | — /2,37 /2] par symétrie d’axe x = /2.
Enfin, on I’obtient sur R par périodicité de période 27, et donc par des translations de vecteur k2mi, k € Z. On
obtient :

Correction de I’exercice 22 A

1. Puisque cosx > —1 pour tout x € R, on a 24 cosx > 0. Le dénominateur ne s’annule pas, et f est définie
sur R tout entier. Comme quotient de deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, f est
dérivable sur R.

2.0na

sin(x +27) sinx

flr+2m) = 2+ cos(x+2m) T 2fcosx U

puisque sin et cos sont 27-périodiques. De plus, on a

~osin(—x)  —sin(x)
~ 2+4cos(—x) 24cosx

f(=x) —f(x).
La fonction f est donc impaire. La courbe représentative de f est donc symétrique par rapport a 1’origine
du repere. De plus, par 27-périodicité, on peut limiter I’étude a un intervalle de longueur 27 puis déduire
la courbe représentative de f par des translations de vecteur (27,0). Il suffit donc d’étudier la fonction sur
[0, 7], construire la courbe sur cet intervalle, I’obtenir sur [—7, ] par symétrie par rapport & O, puis sur R par
périodicité.

3. En utilisant la formule de dérivabilité d’un quotient, on a

_cosx(2+cosx) — (—sinx)(sinx) _ 2cosx+cos’x+sinx  1+42cosx

)= (24 cosx)? B (24 cosx)?  (2+cosx)?




4.0nal+2cosx >0 <= cosx > —1/2. En s’aidant du cercle trigonométrique, on trouve que cosx >
—1/2sur [0,27/3] et cosx < —1/2 sur [27/3, 7]

5. On en déduit le tableau de variations suivant :

6. On trouve la courbe suivante :

Correction de ’exercice 23 A
1. On remarque que

f(x+2mqg) = cos(x+2mq) + cos (px+27rp>
q

— cos(x) + cos <5x>
~ ).

Ainsi, f est 2mg-périodique.
2. Puisque cos est a valeurs dans [—1, 1], pour que f(x) = 2, il est nécessaire et suffisant que cos(x) = 1 et
cos(ox) = 1. Les solutions de cos(x) = 1 sont les réels de la forme 2k, avec k € Z. De plus,

cos(ox) =1 <= W e€Z, ax=2n < HcZ, x=2n/a.

Si x # 0 est solution de 1’équation f(x) = 2, il existe donc deux entiers relatifs k et £ non-nuls tels que x =
2km = 24/ a. En particulier, oo = ¢/k est un nombre rationnel, ce qui n’est pas le cas. Donc la seule solution
de f(x) =2 est 0. Ceci empéche f d’étre périodique, car si f était périodique de période T, on aurait aussi

F(T)=2.
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