Chapitre : Exercices sur les intégrales a parametres

1 Permutation suites et intégrales

Exercice 1 "™ Théoreme de convergence dominée - 1 —

Déterminer la limite, lorsque n tend vers +oo, des suites suivantes :

1. ( /0 n/4(tant)”df) 2 (/1 - I ft”)

o ,—x/n
3 </0+ 1e+xzdx> 4. </01 f(ﬂ’)dt) , f:]0,1] = R continue.

Indication V¥ Correction V [1672]
Exercice 2 " Majoration un peu subtile —
Pourn > 1 etx € [0, 1], on pose f,(x) = nx(1 —x)".
1. Démontrer que, pour tout x € [0, 1] et toutn > 1, on a | f,(x)| < 1.
2. En déduire lim, s o [ nx(1 —x)"dx.
Indication ¥V Correction V [1673]
Exercice 3 "« Découpage - 1 —
Déterminer la limite des suites suivantes :
o dx o dx
L (L™ #%) 2 (" et
Indication V¥ Correction V [1674]
Exercice 4 "% Découpage - 2 —
Déterminer la limite des suites suivantes :
1. (Jy " arctan(nx)e " dx) 2. (fo °° ﬁinmdx)
Indication ¥V Correction V [1675]
Exercice 5 "% Avec les bornes qui varient —
Déterminer la limite, quand n — oo, de
n x\"n
/ (1 . 7) dx.
0 n
Indication V Correction V¥ [1676]
Exercice 6 " Apres un changement de variables —

Soit f : [0,4+o0o[— R continue.
1. On suppose que f admet une limite £ en 4o, Déterminer
1 n
lim — [ f(¢)dt.

n—+eon Jo
2. On suppose que f est bornée et que f > 0. Déterminer
+o0

lim nf(t)e "dt.

n—-+teo J(
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Indication ¥V Correction V [1677]

Exercice 7 " Fonction Gamma —
Soit la fonction I" définie pour x > O par

—+oco
F(x):/ e tdr.
0

En introduisant ,(x) = fJ’ (1 —£)"#~'dt, démontrer que

X

. n'n
I'(x) = lim :
n—teox(x+1)...(x+n)
Indication V¥ Correction V¥ [1680]
Exercice 8 " www Lemme de Cantor —

Soit |a,b[ un intervalle non-vide de R. Soient (a,) et (b,) deux suites de nombres réels. On suppose que
pour tout x €]a, b|,
lim (ay,sin(nx) + b, cos(nx)) = 0.

n—+oo
On souhaite prouver que (a,) et (b,) convergent vers 0. On raisonne par 1’absurde et on suppose que ce n’est
pas le cas.
1. Démontrer qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers (ny) telle que, pour tout x €]a, b|, la suite

(an, sin(nx) + by, cos(nkx))2

fk(x) = a%k +b%A

tende vers O pour tout x €|a, b|.
2. En calculant de deux fagons différentes limy_, ;o |, : fx(x)dx, trouver une contradiction.
Indication V Correction V¥ [1681]

Exercice 9 " ww  Changement de variables...

Soit (ay) une suite de |0, +oo[ qui converge vers 0. Soit f : R™ — R continue et bornée. Déterminer la limite

+o g, f(x
d n
/ a2+x2

Indlcatlon v Correction V [1682]

2 Equivalent et développement asymptotique d’intégrales & paramétres

Exercice 10 "« Un équivalent —
T dx ) . L .
Pour n > 1, on pose I,, = ———. Déterminer un équivalent simple de I, lorsque n tend vers +co.
1 onx?44/x
Indication V¥ Correction ¥ [3458]
Exercice 11 "% Aprés un changement de variables —

Démontrer I’égalité suivante :

- 400 ., Fo0 p—X
lim n/ e " dx:/ —dx.
n—y—+oo 1 1 X

Indication ¥V Correction V [2626]




Exercice 12 " Un équivalent —

Soit f : R, — R une fonction continue et bornée.

1. On pose I, = n [ f(x)e ™ dx. Déterminer £ = 1imy_, { o I,

2. On suppose de plus que f est !, de dérivée bornée, et vérifie f/(0) # 0. Déterminer un équivalent de
L—1,.

3. On ne suppose plus que f est ¢!, mais uniquement que f est dérivable en 0 avec f'(0) # 0. On définit g
sur R, par g(t) = M sit>0etg(0)=f"(0).

Justifier que g est bornée. Démontrer que le résultat obtenu a la question précédente reste vrai.

4. Justifier que g est bornée.

5. Démontrer que le résultat obtenu a la question précédente reste vrai.

Indication V¥ Correction V¥ [1678]

Exercice 13 " e Un équivalent —

On pose, pour n > 1,

I, = dt
" o 1+
1. Déterminer £ = lim,,_ 1.0 I;,.
2. Déterminer un équivalent de ¢ — I,,.

Indication V Correction V [1679]
Exercice 14 "% Un développement asymptotique —
oo —X
Donner un développement asymptotique a deux termes de [, = / n dx.
0 X+n
Indication V Correction V [3457]
3 Permutation séries et intégrales
Exercice 15 "% Deux versions de la permutation séries/intégrales —
"Un(r) RE |
1. Démontrer que / —=dt = .
T = Z o (n+1)?
1 ln( ) ( )n—H
2. Démontrer que / —=dt = .
W€ 141 Z  (n 1)
Indication V¥ Correction ¥ [3455]

Exercice 16 "#% Calcul de deux sommes —
1. Démontrer que
L dx
/ "(1—x)dx = / .
o 1+x

k+1

+
Z =1In2.

En déduire que

2. Démontrer que

3. En déduire que



4. En calculant de deux fagons Y74 (—1)" [, ! x2"(1 — x)dx, déterminer la valeur de la somme

f (="

= 2n+1)(2n+2)
Indication ¥V Correction V¥ [1683]
Exercice 17 "% Des limites du théoreme d’intégration terme a terme —

On souhaite dans cet exercice démontrer I’égalité suivante :
+oo 1 ~+oo —1)"
/ zdt=Y (="
1 L+t = 3n+2

1 o (=1)"
1413 :n;() £33

Pour cela, on veut partir de I’égalité

valide pour ¢ > 1.
1. Expliquer pourquoi on ne peut pas appliquer le théoréme d’intégration terme a terme.

2.Pourn>0ett > 1, on pose R,(r) = ¥, e +)3 Démontrer que [; R, (¢)dt tend vers 0, et conclure.
Indication ¥V Correction V [3454]
Exercice 18 7« Exponentielle —

Soit (a,) une suite de nombres complexes telle que Y, a,n! converge absolument. Démontrer que

~+oo +oo oo
/ e~ Z a,x" | dx= Z apn!.
J0 n=0 n=0

Indication V¥ Correction V¥ [1684]

Exercice 19 www  Géométrique! —

1. Démontrer que [y~ ~5dt =¥, niz
2. Plus généralement, démontrer que, pour tous a,b > 0, on a

" 400 tefat +oo 1
/ ——dt =) ———.
o l—e™ (a+bn)?

n=0
Indication ¥V Correction V [1685]
Exercice 20 " Apres un développement en série entiere —
4 o0 —x n_n!
Démontrer que [~ cos(y/X)e “dx =Y (1) Byt
Indication V Correction V [1686]
Exercice 21 " Egalité série/intégrale —

Démontrer que fol In(x)In(1 —x)dx =Y~ m
Indication V Correction V [3326]

Exercice 22 " Sans le théoréme d’intégration terme a terme —

Soient a et b deux réels strictement positifs.

1. Pour 7 €]0, 1], écrire t,, comme somme d’une série Y,~ou,(1).

1+
2. Déterminer la nature de la série },,~ fo |un(2)|dt. Que peut-on en déduire ?



3. On pose Sy(t) = YNV_, u,(t). Démontrer que

1 ga—1 1
ydr =i Sn(t)dt.
/o 1+t N—1>n-:oo 0 w(t)dt

4. En déduire que

+oo —1)" 1 tafl
= a+nb o 1+1¢
uis la valeur de Y e
p n>0 3547 °
Indication V¥ Correction V¥ [1687]

Exercice 23 "% Somme trigonométrique —

Soit 6 un réel non congru a 0 modulo 27.

1. Démontrer que
1 ,ib
Fe ([ Sgmdr) =1
e( Ty x> n

oo ol 1 ,if
Z/ e’(”“)ex"dx:/ 7.9dx
=Jo o 1—eY%

0
2sin—|.
smz‘

2. Démontrer que

3. Conclure que

cos(n@ . 0
Z y =—In 2sm2‘ .
n>1 n
Indication V¥ Correction V¥ [1688]
Exercice 24 " www Une jolie égalité ! —

Le but de cet exercice est de démontrer la remarquable identité :

ldx &1

0 x* = mm'

1. Justifier la convergence de chacun des membres de 1’égalité précédente.

2. Pour p et ¢ des entiers naturels, on pose I(p,q) = fol xP(Inx)%dx; justifier la convergence de cette inté-
grale.

3. Calculer I(m,0) pour m € N.

4. En déduire la valeur de I(p, q) pour tout couple (p,q) € N2.

5. En développant % en série, justifier que

Udyx

0o x5 n!

6. Conclure.
Indication ¥V Correction V [1689]

4 Etude de fonctions définies par une intégrale

Exercice 25 '« Continuité d’une intégrale a parametres —

+e° sin(x 2tz)

1. Démontrer que F : x — / dt est définie et continue sur R.

2. Démontrer que G : x / sin(x’r%)e ™ dt est définie et continue sur |0, 4-oo.



Indication V¥ Correction V [3462]
Exercice 26 "« Une intégrale a parameétres de classe 6> —
too pix

1. Déterminer I’ensemble de définition D de F : x — / e dt.

0
2. Montrer que F est de classe € sur D\{0}.
Indication V Correction V [3461]
Exercice 27 "« Calcul d’une intégrale impropre par dérivation —
On pose, pour x € R,

T sin(xt
F(x) = / Le"dt.
0 t
1. Justifier que F' est bien définie sur R.
2. Justifier que F est ¢! et donner une expression de F’(x) pour tout x € R.
3. Calculer F'(x).
4. En déduire une expression simplifiée de F(x).
Indication V Correction V [1694]
Exercice 28 "% Fraction rationnelle —
Pour n > 1 etx > 0, on pose
T dt
L,(x) = AT
0o (K242

1. Justifier I’existence de I,(x).
2. Calculer I (x).
3. Démontrer que I, est de classe C! sur ]0,+-oo[ et former une relation entre I} (x) et [, (x).
4. En déduire qu’il existe une suite (4,) telle que, pour tout x > 0, on a

An

L,(x) = T
Que vaut 4, ?
Indication V¥ Correction ¥ [1698]
Exercice 29 "% Solution d’une équation différentielle —
[t e

Onpose F(x) = [y~ {dt. .
1. Démontrer que F est définie sur |0, +-oo].
2. Justifier que F' tend vers 0 en —+oo.
3. Démontrer que F est solution sur |0, +oo de Iéquation y” +y = 1.
Indication V¥ Correction V [1693]
Exercice 30 " ww  Comportement au bord! -

Pour x > 0, on définit

_ [2cos(r)

1. Justifier que f est de classe ¢! sur |0, +oo], et étudier les variations de f.
2. Déterminer la limite de f en —+oo.

ey 2
3. En utilisant 1 — 5 < cos# < 1, valable pour ¢ € [0, /2], démontrer que

f(x) ~p+ —Inx.

4. Déterminer un équivalent de f en +oo.



Indication ¥V Correction V [1695]

Exercice 31 " —

Soient a,b > 0. On définit, pour x € R,
400 ,—at __ efbt
Flx) = / C—C cos(ur)dr.
0

1. Justifier I’existence de F(x).
2. Prouver que F est C' sur R et calculer F/(x).
3. En déduire qu’il existe une constante C € R telle que, pour tout x € R,

1 b? +x*

4, Justifier que, pour tout x € R*, on a

1 [t
F(x)=—— v’ () sin(xt)dt,
X Jo
« —at __ ,—bt
ou y(t) = ——
5. En déduire la valeur de C.
Indication V¥ Correction V [1696]
Exercice 32 "% Une fonction définie par une intégrale —
Pour x € R, on pose
e cos(2tx)
}/(x) = / 72dt
0 cosh”(f)

1. Justifier que vy est définie sur R.
2. Démontrer que 7y est continue sur R.
3. Etablir la relation suivante : pour tout x € R,

) = 1—4x /*"" sin(2
1+62’

4. En déduire que, pour tout x € R,

oo k
2y (1)
y(x) =1+2x kg’l R

Indication V¥ Correction Vv [2641]

Exercice 33 " v Complet... —

On pose

F(x) /+°° dt
X) = .
o 14+

1. Déterminer le domaine de définition de F' et démontrer que F' est continue sur ce domaine de définition.
2. Démontrer que F est de classe ¢! sur |1, ++oof et démontrer que, pour tout x > 1,

e fn(r) (1
F'(x) = / — dt.
0= e ()
En déduire le sens de variation de F'.
3. Déterminer la limite de F en +oo.



4. On suppose que F admet une limite £ en 1. Démontrer que pour tout A > 1 et tout x > 1, on a

A
L> d .
S 144
5. En déduire que lim,_,;+ F (x) = +oo.
Indication V Correction V [1697]
5 Fonctions classiques
Exercice 34 " Transformée de Fourier de la gaussienne —

On pose, pour a > 0, F(x) = [T e=itxe=a’ gy,
1. Montrer que F est de classe C' sur R et vérifie, pour tout x € R,

—X

F’(x):g

F(x).

2. En déduire que pour tout x réel, F(x) = F (O)e‘xz/ 4 puis que

T 2
F _ o —x /4a.
() =/ e
On rappelle que [*° e du=\/T.

Indication ¥V Correction V [1699]

Exercice 35 " Calcul de I’intégrale de Gauss —

Le but de I’exercice est de calculer la valeur de I’intégrale de Gauss

Hoo
I:/ e dt.
0

On définit deux fonctions f, g sur R par les formules

X 2 lef(t2+1)x2
) /0 et g(x) /0 "

1. Prouver que, pour tout x € R, g(x) + f(x) = Z.
2. En déduire la valeur de 1.

Indication V¥ Correction V [1700]
Exercice 36 "% Calcul de I’intégrale de Gauss —
On pose

F +o0 e*)C(l“rtz)d
= ———dt.
(x) /o 1+12

1. Montrer que F est définie et continue sur [0, 4o et déterminer limy_, 4o, F (x).
2. Montrer que F est dérivable sur |0, 4-oo[ et démontrer que

I / oo 12 4. _
3. En intégrant F’ sur |0, +-co[, montrer que [, e~ dt = 5.
Indication V¥ Correction ¥ [1701]




Exercice 37 " w % Fonction de Bessel —
Soit f: R — R définie par

flx) = /Oﬂcos(xsin 0)do.

1. Montrer que f est de classe C? sur R.
2. Vérifier que f est solution de 1’équation différentielle

xf"(x) + f(x) +xf(x) = 0.

3. Démontrer que f est développable en série enticre.
Indication V Correction V [1702]

Exercice 38 "% Fonction gamma —

Pour x € R, on définit T'(x) = [, "¢ e "dk.
1. Quel est le domaine de définition de I"?
2.Pourk>1et0 <A < B < +oo, 0n pose

(1) = A le | Int)f si0<r <1
ERUZ B-1le | Int kit > 1.

Démontrer que g est intégrable sur |0, +oo[. En déduire que I" est C* sur son domaine de définition, et calculer
.
3.Pourk>1et0 <A < B < 400, 0n pose

(1) = A le | Int)f si0<r<1
8k tB=le | Int|k sit>1.

Démontrer que g est intégrable sur |0, 4.

4. En déduire que I est C* sur son domaine de définition, et calculer T'%),

5. Montrer que pour tout x > 0, I'(x+ 1) = xI'(x). En déduire I'(n+ 1) pour n un entier et un équivalent de
I'enO.

6. Montrer que I" est convexe.

7. Justifier que, pour tout u < —1, In(1 — u) < —u. Pour x > 0, on pose

L —t/n) ki n
= { 1t st

Démontrer que limy, 1o [y fu(t)dt =T'(x).
8. Justifier que, pour tout u < —1, In(1 —u) < —u.
9. Pour x > 0, on pose
11 —t/n)"  sit €]0,n|

ﬁayz{o sit>n.

Démontrer que lim,, 1o [y fu(t)dt =T'(x).
10. En déduire que pour x > 0, on a

1
I'(x) = lim nx/ w1 —u)"du.
0

n——+oo

11. En utilisant des intégrations par parties successives, conclure que, pour tout x > 0, on a

n'n*

I'(x) :ngrfmx(x+1)...(x+n)'

Indication ¥V Correction V [1703]




Exercice 39 " v Transformée de Laplace et fonctions intégrales —

Soit f : [0, 4co[— R continue. On note I =|0, 40| et on suppose que pour tout x € /, la fonction ¢ — e~ f(r)
est intégrable sur |0, +-co[. On définit la transformée de Laplace Lf : I — R par, pour tout x € I,

Lf(x) = /0 e (.

1. Démontrer que Lf est continue sur /.

2. On suppose dans cette question que f est bornée sur R. Démontrer que lim,_, ;. xLf (x) = f(0) (théoréme
de la valeur initiale).

3. On suppose dans cette question que f admet une limite /., en +eo. Démontrer que lim, o xLf(x) = (e
(théoréeme de la valeur finale).

Indication V¥ Correction V [3463]

Exercice 40 "« Transformée de Laplace et intégrales a parametres —

Soit f : Ry — C une fonction continue. Pour x € R, on pose Lf(x) = [, f(t)e dt.

1. Montrer que si [ f(t)e™dt converge, alors [;" f(t)e'dt converge pour y > x.

2. Quelle est la nature de 1I’ensemble de définition de Lf ?

3. On suppose f bornée. Montrer que lim,_, 1o Lf(x) = 0.

Indication V Correction ¥ [1705]

6 Exercices théoriques

Exercice 41 "% Norme 0 —
Soit f une application définie sur [0, 1], a valeurs strictement positives, et continue. Pour o > 0, on pose

F(a)= [y f*(t)dt.

1. Justifier que F est dérivable sur R, et calculer F'(0).

2. En déduire la valeur de
1 1/06
lim </ f"‘(z)dr) :
a—0 0

Indication V¥ Correction ¥ [1706]

Exercice 42 " w  Division des fonctions réguliéres —

Soit f: R — R de classe C™.

1. On suppose que f(0) =0 et on pose, pour x # 0, g(x) = @ Justifier que, pour x # 0, g(x) = fol 1 (tx)dt,
et en déduire que g se prolonge en une fonction de classe C* sur R.

2. On suppose désormais que £(0) = f'(0) = --- = f"=1(0) = 0 et on pose g(x) = f)&,}f) , x # 0. Justifier que
g se prolonge en une fonction de classe C sur R.

Indication V¥ Correction V¥ [1707]

Exercice 43 " Super-dépendance ! —

Soient [ un intervalle, f : I x R — R continue et u, v : I — R continues. Démontrer que F : x — f;((;)) fx,t)dt
est continue sur /.
Indication V¥ Correction V [1708]




Indication pour ’exercice 1 A

Dans chaque cas, appliquer le théoréme de convergence dominée. Pour le dernier exemple, on pourra utiliser
qu’une fonction continue sur un segment est bornée.

Indication pour I’exercice 2 A

1. Dériver f, pour déterminer le point ol le maximum est atteint. On pourra utiliser, pour majorer ce
maximum, ’inégalité In(1 + u) < u valable pour u > —1.
2. Application directe du théoreme de convergence dominée.

Indication pour I’exercice 3 A

On peut utiliser dans chaque cas le théoréeme de convergence dominée. Attention a la fonction limite. Elle
peut avoir des expressions différentes suivant I’intervalle considéré.

Indication pour I’exercice 4 A

Appliquer le théoreme de convergence dominée. Attention a la fonction qui majore ! Son expression pourra
différer suivant I’intervalle considéré.

Indication pour I’exercice 5 A

Introduire f,,(x) = Ljg (1 — %)" et lui appliquer le théoreme de convergence dominée. On pourra utiliser
que In(1+u) <u.

Indication pour I’exercice 6 A

A chaque fois, faire le changement de variables u = nt ou t = nu avant d’appliquer le théoreme de conver-
gence dominée.

Indication pour ’exercice 7 A

Calculer 7,(x) (changement de variable suivi d’intégrations par parties), puis appliquer le théoréme de
convergence dominée (pour la domination, on pourra utiliser que In(1+x) < x).

Indication pour I’exercice 8 A

1. La suite (a2 + b2) ne tend pas vers 0.
2. Calculer une intégrale par le théoréme de convergence dominée, et une autre directement. On pourra
utiliser I’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Indication pour ’exercice 9 A

Commencer par une fonction constante pour "deviner" la limite. Puis découper I’intégrale, autour de O est
la partie dominante.

Indication pour ’exercice 10 A

Démontrer que I, ~;— o %

Indication pour I’exercice 11 A

Faire un changement de variables t = x" dans la premiére intégrale, puis appliquer le théoréme de conver-
gence dominée.

Indication pour I’exercice 12 A




1. Faire un changement de variables et appliquer le théoreme de convergence dominée.

2. Intégrer par parties !

3. g est continue et bornée. Ecrire I, — f(0) sous la forme d’une seule intégrale, faire un changement de
variables comme a la premicre question, puis appliquer le théoréme de convergence dominée.

4. g est continue et bornée.

5. Ecrire I, — £(0) sous la forme d’une seule intégrale, faire un changement de variables comme 2 la pre-
micre question, puis appliquer le théoréme de convergence dominée.

Indication pour I’exercice 13 A

1. Théoreme de convergence dominée, sans difficultés particulieres.
2. Ecrire ¢ — I, sous une seule intégrale et faire une intégration par parties.

Indication pour I’exercice 14 A

Pour conjecturer le résultat, faire un développement limité de la fonction a intégrer.

Indication pour I’exercice 15 A

Faire apparaitre une série en écrivant, pour tout ¢ €]0, 1],

1 f 1 f )
—=—) f"et— =) (—1)""
1—1¢ ) 1+t =

et appliquer le(s) théoréme(s) d’inversion série/intégrale.

Indication pour I’exercice 16 A

1. Appliquer le théoreme d’intégration termes a termes.
2. Appliquer le théoreme d’intégration termes a termes.
3.

4. Appliquer le théoréme d’intégration termes a termes.

Indication pour I’exercice 17 A

1.

2. Majorer |R, ()| en utilisant le critere des séries alternées, puis conclure directement par intégration de
I’inégalité, ou par le théoréeme de convergence dominée.

Indication pour I’exercice 18 A

Commencer par calculer f0+°° x"e™*, puis appliquer le théoreme d’intégration terme a terme.

Indication pour I’exercice 19 A

1. Reconnaitre dans ﬁ la somme d’une série géométrique, puis appliquer le théoreme d’intégration terme
a terme.
2. idem.

Indication pour I’exercice 20 A

Utiliser le développement en série entiere de la fonction cosinus pour écrire cos(y/x) comme somme d’une
série.

Indication pour I’exercice 21 A

Commencer par développer en série entiere In(1 — x) puis appliquer le théoreme d’intégration terme a
terme. On pourra calculer I’intégrale qui intervient en effectuant une intégration par parties.



Indication pour ’exercice 22 A

1. Série géométrique.

2. Calculer I’intégrale !

3. Appliquer le théoreme de convergence dominée.
4.

Indication pour I’exercice 23 A

1. Calcul.

2. Appliquer le théoreme de convergence dominée.

3. Prendre la partie réelle de I’égalité précédente, et calculer 1’intégrale apparaissant a droite.

Indication pour ’exercice 24 A

1.

2. Comparer a 1/4/x.

3.

4. Intégrer par parties pour trouver une relation entre I(p,q) et I(p,q—1).
5.

6.

Indication pour I’exercice 25 A

Il faut appliquer le théoréme de continuité des intégrales a parametres. Pour la deuxieme intégrale, on
pourra se contenter d’une domination sur tout segment de |0, 4.

Indication pour I’exercice 26 A
1.
2. Appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral. On pourra se ramener a x € [a, b], avec a > 0.

Indication pour ’exercice 27 A

1. La fonction se prolonge par continuité en 0.
2. Appliquer le théoreme de dérivation des intégrales a parametres.

3. Pour calculer cette intégrale, on peut écrire cos(xt) comme Re(e™).
4.

Indication pour I’exercice 28 A

1. Trouver un équivalent de I'intégrande en +oo.

2. Intégrale connue.

3. Appliquer le théoreme de dérivation sous le signe somme.

4. Raisonner par récurrence et obtenir en méme temps une formule de récurrence pour A,,.

Indication pour I’exercice 29 A

1.

2. Théoreme de convergence dominée ou majoration.

3. Théoreme de dérivabilité des intégrales a parametres.

Indication pour I’exercice 30 A

1. Théoreme de dérivation d’une intégrale a parametres.
2. Majorer cost par 1...



3. Ecrire foﬂ/z %dt < foﬂ/z ?dt.

4. Encadrer (trés simplement) le dénominateur.

Indication pour I’exercice 31 A
1.

2.

3.

4. Intégrations par parties.

5. Faire tendre x vers +co.

Indication pour I’exercice 32 A

1.

2. Utiliser le théoréme de continuité sous le signe intégral.

3. Factoriser par e’ dans le cosinus hyperbolique, puis faire une intégration par parties.
4. Ecrire

1 e

14 e - 14e 2

puis reconnaitre une somme géométrique. Appliquer le théoreme d’intégration terme a terme d’une série.

Indication pour ’exercice 33 A

1. Pour la continuité, séparer la majoration sur |0, 1| et la majoration sur |1, 4-co].

2. Pour obtenir la formule demandée, couper I’intégrale en deux et faire un changement de variables dans
la premiere intégrale.

3. Séparer I’intégrale en deux parties, entre O et 1 et entre 1 et I'infini.

4. Utiliser que F est décroissante.

5. Faire tendre x vers 1 dans I’inégalité précédente pour obtenir une contradiction.

Indication pour I’exercice 34 A

1. Appliquer le théoreme de dérivabilité d’une intégrale a parametres.
2. Résoudre I’équation différentielle.

Indication pour I’exercice 35 A

1. Dériver g + f2 et prouver que la dérivée est nulle.
2. Faire tendre x vers —+oo.

Indication pour I’exercice 36 A

1. Appliquer le théoreme de continuité d’une intégrale a parameétres, puis le théoréme de convergence
dominée.

2. Appliquer le théoreme de dérivabilité d’une intégrale a parametres.

3.

Indication pour ’exercice 37 A

1.

2. Utiliser cos? +sin® @ = 1 et une intégration par parties.
3. Développer cos(u) en série entiére, puis permuter

Indication pour ’exercice 38 A

1. Raisonner par équivalence en 0, et par majoration en —+oo.
2. Appliquer le théoreme de dérivabilité des intégrales a parametres.



3.

4. Appliquer le théoreme de dérivabilité des intégrales a parametres.
5. Intégrer par parties.

6. Utiliser le calcul de la dérivée seconde de I'.

7. Convexité. Utiliser le théoreme de convergence dominée.

8. Convexité.

9. Utiliser le théoréme de convergence dominée.

10. Faire le changement de variables u =t /n.

11.

Indication pour I’exercice 39 A

1. 11 suffit d’appliquer le théoréme de continuité des intégrales a parametres.
2. Faire un changement de variables du type u = xt.
3. Faire le méme changement de variables.

Indication pour I’exercice 40 A

1. Ecrire " "
/ f()e™dr = / f(t)e e O gy
0 0

et faire une intégration par parties.
2.
3. Appliquer le théoreme de convergence dominée.

Indication pour ’exercice 41 A

1. Appliquer le théoreme (ici, on travaille sur un segment, c’est le cas facile).
2. La limite recherchée est celle de F/ ((x)l/ % qu’on écrit a I’aide de I’exponentielle. Faire ensuite un déve-
loppement limité.

Indication pour I’exercice 42 A

1. Faire un changement de variables dans le théoréme fondamental du calcul intégral. Puis appliquer le
théoreme de dérivabilité sous le signe intégral.
2. Utiliser la formule de Taylor reste intégral, puis la méme méthode qu’a la question précédente.

Indication pour I’exercice 43 A

Trouver un changement de variables pour se ramener a une intégrale sur un segment.




Correction de I’exercice 1 A

Dans chaque cas, on va appliquer le théoréme de convergence dominée.

1. Pour tout 7 € [0, /4], on a (tanz)"” — O car tant € [0, 1]. De plus, pour tout t € [0,7/4[, on a |tant| < 1
et la fonction constante égale a 1 est une fonction intégrable sur |0, /4. Toutes les fonctions invoquées étant
continues par morceaux, on en déduit que

/4 /4
lim (tanz)"dt = / 0dt = 0.
0

n—+o0 J(
Remarquons que le fait que ((tan(7/4))") ne tende pas vers 0 ne pose pas de problemes. 11 suffit d’avoir la
convergence simple sur I’intervalle ouvert.
2. Remarquons que I’intégrale considérée converge pour n > 2 par comparaison a une intégrale de Riemann.
Pour toutz > 1,0ona

1 n—r+oo 0

1+

De plus, pourn >2ett > 1,0na
1 < 1 .
L4+ = 14122

La fonction a droite de I’inégalité est intégrable sur [1,+eo[. On en déduit par le théoréme de convergence

dominée que
~+oco
lim dt=0.
n—+oo Jq 1417

Remarquons qu’on peut aussi tres bien prouver ce fait sans utiliser le théoréme de convergence dominée. En
effet, il suffit d’écrire, pourn >2ett > 1,

On integre cette inégalité entre 1 et 4-oo pour trouver

/+°° dt 1
0< <
— N 1+ —n—1

et on conclut par le théoréme des gendarmes.
3. Soit x €]0, +-oo[. Alors —* — 0 si n — +oo et par composition des limites exp(—x/n) — exp(0) = 1 si
n — +eo. On a donc, pour tout tout x €]0, 4o,

lim exp(—x/n): 1 ‘
n—+e 1 4x2 14 x2

De plus, soit x €]0,+oo[ et n > 1. Alors —x/n < 0 et donc exp(—x/n) < 1. Donc, pour tout x €]0,+oo[ et tout
n>1,

exp(—x/n) 1
I+x2 |~ 14+x%
1
Or, la fonction x — 1+17 est intégrable sur ]0,+oo[. En effet, elle est continue sur [0, 40| et T2 e 2
Donc N (—x/n) o g
. “exp(—x/n B PTee X 4o T
ngr}rlw A de_/o ek [arctan(x)]y~ = 5

4. Pour tout 7 € [0, 1], (") tend vers 0 et donc, par continuité de f, (f(¢")) tend vers f(0). L’hypotheése de
domination dans le théoréme de convergence dominée est un peu plus subtile a obtenir, mais le raisonnement
est trés classique. On remarque que, puisque f est continue sur [0, 1], elle y est bornée, disons par M > 0. Mais
alors, pour tout # €]0, 1, on a

If") <M



et M (qui est une constante) est intégrable sur ’intervalle borné |0, 1[. On peut donc appliquer le théoréme de
convergence dominée et on trouve que

fim /0 Ve = /0 ' F(0)dr = £(0).

n—+-oo

Correction de I’exercice 2 A
1. Remarquons d’abord que pour tout n > 1 et tout x € [0, 1], on a f,,(x) > 0. Pour déterminer le maximum
de f, sur [0, 1], on dérive cette fonction :

L@ =n(1-x)"—n*x(1-x)"'=n(1-x)"""(1 - (n+1)x).

La dérivée s’annule en x, = 1/(n+ 1) et donc, pour tout x € [0,1], on a

0< 1) < fulo) = " (1 : >=< " >n+1§1

n+1 7n+1 n+1

2. On peut maintenant appliquer le théoréme de convergence dominée. Par comparaison des fonctions
polyndmes et puissances, pour tout x €]0,1[, on a f,(x) — 0. De plus, | f,| < 1 et les constantes sont intégrables
sur I’intervalle borné [0, 1]. Par le théoréme de convergence dominée, on trouve

1

lim [ nx(1—x)"dx=0.
n—+o J(

Correction de ’exercice 3 A

1. Posons, pour x > 0, fn(x) = )ﬁ Alors,
Pour tout x €]0, 1[, f,,(x) = e * sin — +oo; f,(1) — llﬁ Pour tout x > 1, on a f,,(x) — 0 lorsque n — 0.
De plus, pour tout n > 1 et tout x > 0, on a | f,(x)| < e™* et cette fonction est intégrable. On en déduit par

le théoréme de convergence dominée que

) oo dx 1
lim

= efdx=1—¢".
n—+e Jo X"+ e* 0

2. Pour tout x €]0, 1, f,(x) = e sin — oo;

3. fu(1) =
4. Pour tout x > 1, on a f,(x) — 0 lorsque n — 0.

5. Posons g, (x) = m On écrit

1
V14x"=exp <ln(1 —i—x”)) .
n

1

el Pourx > 1,ona

Pour x €]0, 1], on en déduit que g,(x) —

1 1
VT a0 = exp (”ln<x> + - In(1 “")> o
n n

1

71,2 fonction qui est intégrable sur 10, 4-o0], et donc, d’apres le théoreme

De plus, on a pour tout x > 0, |g,(x)| <
de convergence dominée,

im [ epdx= [ /+m dx
X)dx = D —— —_—.
P o I+x2 i (14+x2)x



Reste a calculer chaque intégrale. La premiére ne pose pas de probleémes, elle vaut 7w /4. Pour la seconde, on

écrit
/X dx X dx /X X
B dx
1 (14x%)x 1ox i 142
X

= [Inx— %m(l +x2)]

1

1 In2
= In(X)— 3 In(1+X%) + HT

On fait alors tendre X vers +oo, et on remarque que
1 1
In(X) — 2 In(1 +X%) =In(X) —In(X) — 7 In(1 +X7?) x4 0.

On en déduit que
) Foo 7 In2
JAm ) gn(¥de =45

Correction de I’exercice 4 A

1. Posons f,(x) = arctan(nx)e™™ . Pour x > 0, arctan(nx) — /2. Pour x €]0, 1], exp(—x") — 1, pour x = I,
exp(—x") — e~ ! tandis que pour x > 1, exp(—x") — 0. De plus, on a pour tout x €]0, +oo|,

()] < g(x)

avec g(x) =m/2 six € [0,1] et g(x) = we™/2 si x > 1. La fonction g étant intégrable sur |0, +oo[, on peut
appliquer le théoréeme de convergence dominée et on trouve
+oo T

I'r
lim arctan —~d :/ —dx = —.
Jim_ | (nx)e ™ dx L 2B =5

2. Posons f,(x) = 14:‘;7”% Alors

Pour x €]0, 1], f(x) = 0; f,(1) = 1/2; Pour x > 1, f,,(x) — 1/x%.

Reste a trouver une fonction dominante intégrable pour pouvoir appliquer le théoreme de convergence
dominée. Posons g(x) =1 six € [0,1] et g(x) = é six > 1. Alors g est intégrable sur [1,+oo[ et il est facile de

vérifier que, pour tout n > 1 et tout x > 0, on a | f,,(x)| < g(x). Par le théoréme de convergence dominée,

. oo xn oo 1
Jm [ et [ E
3. Pour x €]0,1[, fu(x) = 0;

4. fa(1) =1/2;

5. Pour x > 1, f,(x) — 1/x2.

Correction de ’exercice 5 A

On pose fu(x) = 1j (1- %)n On fixe x € R.. Alors, pour n assez grand, x € [0,n[. On a alors

o = (12 ~ew(m(1-)
= exp (n (—%—i—o(l/n)))
= exp(—x+o(1)).

Ainsi, pour tout x € R, on a f,,(x) — e™*. De plus, puisque In(1+ u«) < u pour tout u €] — 1, +oo[, on obtient

0 < fulx) <exp (n <—{> <e ™™

n



(cette inégalité est valable méme si x ¢ [0,n[). Puisque la fonction e est intégrable, on déduit du théoreme de

convergence dominée que
oo oo
lim fu(x)dx = / e dx=1.
0

n—+oo /o

En réalité, ici, I’'usage du théoréme de convergence dominée est completement inutile. L’intégrale se calcule

tres facilement ;

/n<17{)ndx: B n <17{)n+1 _ n ’
0 n n+1 n o n+l

quantité qui tend bien évidemment vers 1.

Correction de I’exercice 6 A
1. Effectuons le changement de variables ¢ = nu. Alors,

% /0 " f(0)di = /O )

Pour tout u €]0, 1], on a f(nu) — ¢. De plus, f étant continue sur R, et admettant une limite en I’infini, elle est
bornée sur R et donc il existe M > 0 tel que, pour tout n > 1 et tout u > 0, on a | f(nu)| < M. M, une constante,
étant intégrable sur I’intervalle borné ]0, 1], on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et on trouve
que

n 1
lim l/ f(t)dt:/ ldt = 0.
0 0

n—-+teo

2. La méthode est similaire. Le changement de variables u = nt donne

oo oo
/0 nf(t)e "dt = A f(u/n)e "du.

Soit M un majorant de |f]|. Alors pour tout n > 1 et tout u > 0, on a |f(u/n)e | < Me™" qui est une fonction
intégrable. De plus, par continuité de f en 0, pour tout u > 0, on a f(u/n)e " — f(0)e ". Par le théoréme de

convergence dominée,
oo oo
lim nf(t)e "dt = f(0)e "du = f(0).
0

n—+oo J(

Correction de I’exercice 7 A
On commence par calculer 7,(x) : par un changement de variables, puis par des intégrations par parties
successives, on trouve

1
L(x) = n"/ (1—u)"uw'du
0

n ol
= nxf/ (1—u)""Yu*du
X Jo
n! +n—1
— X X+n d
" x(x—i—l)...(x—i—n—l)./o y !

. n!

" x(x+1)...(x+n)

On voit donc que pour résoudre 1’exercice, il suffit de prouver que I,(x) converge, a x fixé, vers I'(x). Introdui-
sons f, () =1y, (1— %)ntx_l. Alors :
Pour chaque ¢, on a f,,(t) — e~'t*~!; De plus, utilisant que In(1 +x) < x (car le logarithme est concave), on

In(1—1t/n) < —2.

(1-2) = (m(1-1)) <

Ainsi



pour |¢| <n. On en déduit que
[fu(0)] < et

fonction qui est intégrable.
On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée, ce qui donne le résultat.

Correction de ’exercice 8 A

1. Supposons que (a,) ou (b,) ne tend pas vers 0. Alors la suite (a? -+ b2) ne tend pas vers 0, et on peut
trouver § > 0 et une suite strictement croissante d’entiers () telle que a;, +b; > & pour tout entier k. Cette
suite convient alors.

2. Remarquons que, d’une part, on a d’apres 1’inégalité de Cauchy-Schwarz

(a, +br )(sm (nx) 4 cos?(nex) ) _
@, +by, -

[ fe(x)] <

D’apres le théoreme de convergence dominée, on a donc limy_, 1 j: fi(x)dx = 0. D’autre part, on a aussi

b
/ Si(x R +b2 / (aik sin® (nx) +bik cos? (ngx) + dy by, sin(2myx))dx.
Mais, par un calcul direct,
b a’(b—a
/ a sin2(nkx)dx = nk(z) + dikO(l)a

b2 (b—a)

/b cos? (mx)dx = % 7 +b; 0(1),

tandis que
b
/ A, by, SIn(2mix)dx = ay, by, 0(1).
a

Mais |a,, by, | < a? Tt b2 et donc on peut aussi écrire

b
/ G, by, sin(2myx)dx = (aik +bik)0(1).

On obtient donc

'/abfk(x) - (b;“) +o(1)

ce qui contredit que la limite est nulle puisque a # b.

Correction de ’exercice 9 A

Commencons par observer que, pour chaque entier n, I’intégrale est bien définie. En effet, si C > 0 est tel
que |f(x)| < C pour tout x > 0, alors on a

af(x)

Ca,
<
az +x?

= 2152
a;+x

et la fonction a droite de 1’inégalité est intégrable (le dénominateur ne s’annule jamais sur R, et elle est équiva-
lente au voisinage de +oo 4 Ca, /x*). Déterminons maintenant la limite en utilisant le théoréme de convergence
dominée. Pour cela, on réalise le changement de variables x = a,u. L’intégrale est alors égale a

Heo f(anx)

dx.
o 1+x2 .

M}‘CZ Alors la fonction g est intégrable sur [0, 4o et de plus, pour tout n > 1 et tout x > 0,

f(anx)
1+x2

Posons g(x) =

< g(x).




En outre, pour tout x > 0, on a
o fla) _ f(0)
n—too 1+x2  1+4x2
D’apres le théoréme de convergence dominée,
afl) [ 0) w

nLHEw 0o a:+x? e 0 dezif(())'

Correction de ’exercice 10 A

Remarquons pour commencer que, pour tout n > 1, la fonction x — est continue sur [1,+oo[. De

1
nx? +\/x
plus, elle est équivalente en +oo (quand x tend vers +oo!) a ﬁ Par comparaison a une intégrale de Riemann,
I, est bien définie. Pour conjecturer un équivalent de /,,, on peut remarquer que, a x > 1 fixé,
1 1

R T
Il est donc "raisonnable" de conjecturer que
Teode 1
Iy ~ns oo D =
1 nx n
C’est parti! On a, pour tout n > 1,
I e n
Tn - / A
- 1 x4/

Posons, pourx > 1etn > 1,
n

- nx? 4+ /x’

Alors f, est continue par morceaux sur [1, o[ et, pour tout x > 1, f,(x) — xLZ lorsque n — +-oo. De plus, pour
toutx > lettoutn>1,ona

Ja(x)

n 1
|fa(x)] < 22

et cette derniere fonction (qui ne dépend plus de n) est intégrable. Ainsi, par le théoréme de convergence

dominée,
e =
lim fa(x)dx = /1 ;dx =1.

n—+oo [1

Ceci démontre que I, ~4o 1/n.

Correction de I’exercice 11 A
On va appliquer le théoréme de convergence dominée, mais apres le changement de variables r = x"* dans

la premiére intégrale. On a alors
—+oo N ~+oo e—[ 1
n/ e dx:/ Tt /md.
1 1

Posons alors, pourn > letr > 1, f,,(t) = e%tl/". Il est clair que, pour tout# > 1, f,,(t) — e% Pour appliquer
le théoréme de convergence dominée, il faut encore vérifier I’hypothese de domination. Mais, toutt > letn > 1,

1/n . 2
onal< % = ,11 < 1. Autrement dit, on a prouvé que, pour toutf > 1 ettoutn > 1, on a
t'n

()] <€

Or, la fonction 7 — e est intégrable sur [1,+oo|. Il est donc 1égitime d’appliquer le théoréme de convergence
dominée et on trouve

—+oo e—f
lim fn(t)dt:/ Tdt,
1

n—r—+oo



ce qui est le résultat voulu.

Correction de I’exercice 12 A
1. Effectuons le changement de variables u = nx. Alors

—+oo
I, = f(u/n)e "du.
0

Mais, pour tout u > 0, f(u/n)e " tend vers f(0)e " lorsque n tend vers ’infini (par continuité de f en 0). De
plus, on a pour tout n > 1 et tout u > 0,

[f(u/n)e™ | <[ flle™.

Cette derniére fonction étant intégrable, on en déduit par le théoreme de convergence dominée que

fim = [ f(0)e"du= f(0).
0

n——+oo

2. Les hypothéses nous invitent a effectuer une intégration par parties, en dérivant u — f(u/n) et en intégrant
ur— e . Clest légitime car lim,_, 1o f(u/n)e " = 0. On obtient

|
I,— f(0)=— f'(u/n)e "du.

nJo

En appliquant un raisonnement identique a celui de la premiere question (ou méme en appliquant directement
le résultat de la premiére question a f”), on obtient que

Joo
fim /0 F(u/n)e " du= f'(0) #0.

n—y+-oo
Ceci entraine que
In - f(O) ~too

3. g est continue sur R (parce que f est dérivable en 0) et tend vers 0 en +oo. Elle est donc bornée sur R .
Utilisons que f(0) =n ;" e ™dx pour écrire

70

400
L= fO)=n [ (7)) = F(0)e " d

oo
= [ (la/m) = 7)) e au

U - 0)
nJo u/n ’

Or, pour tout # > 0, on a
f(u/n)—£(0)
u/n

De plus, en notant M un majorant de |g|, on a

’f(u/n)—f(o) —u
u/n

ue ™ — f(0)ue™".

ue | =|g(u/n)|lue™ < Mue™

et cette derniere fonction est intégrable. On déduit donc du théoréeme de convergence dominée que

o fu/n) = £(0)

—u e / —u /
A ym ue du—>/o F (0 ue"du= f'(0),

ce qui redémontre le résultat de la question précédente sous des hypotheses plus faibles.
4. g est continue sur R (parce que f est dérivable en 0) et tend vers O en +oo. Elle est donc bornée sur R ..



5. Utilisons que f(0) = n [, e~™dx pour écrire

=1 =n [ (70~ fO)e Mdx

—/ f(u/n)—f(0))e “du
o f(u/n) — f(0)

=— —ue‘”du.
nJo u/n

Or, pour tout # > 0, on a
flu/m)—f0O) _, -
Tue — f (O)Me

De plus, en notant M un majorant de |g|, on a

’f(u/n)—f(o) —u

ue | =|g(u/n)|lue™ < Mue™

et cette derniere fonction est intégrable. On déduit donc du théoréme de convergence dominée que

= fu/n) - f(0)

0 u/n

—+oo
ue "du — / £ (0)ue "du = f'(0),
0

ce qui redémontre le résultat de la question précédente sous des hypotheses plus faibles.

Correction de ’exercice 13 A
1. Pour tout 7 €]0,1[, on a

1 (o}
1+

De plus, pour tout # €]0,1[ et tout n > 1, on a

1
14

et la fonction constante égale a 1 est intégrable sur I’intervalle borné |0, 1[. On en déduit par le théoréme de
convergence dominée que

1
lim In:/ 1dt = 1.
n——+oo 0

1 1 1 " 1 tnfl
€—In:/ 1-— dt:/ dt:/tx dt.
0 1+ o IL+1" 0 1+

On réalise une intégration par parties, et on trouve que

2.0na

1 In2
Oty = [rn(1+1")] —f/lnl—i-t )dt = n——f/lnH—t

Or,
1

lim [ In(1+¢")dt=0,

n—+oeo

ce qui se redémontre ou bien en majorant ou bien par le théoréme de convergence dominée. On en conclut que

In2
l— I, p—foo T -

Correction de ’exercice 14 A




Remarquons d’abord que pour toutn > 1, x+— ¢~ /(x+n) est continue sur [0, +-oo[ et intégrable au voisinage
de +eo car négligeable devant e . Pour x €]0, +oo] fixé, et pour n tendant vers +oo, on a

Ainsi, ceci nous amene a conjecturer que

teo 1 teo L 1 1
In:/ e dxxf—/ xe dxx—z—i—o = -
0 n 0 n n

Si on calcule les deux intégrales précédentes (la premiere directement, la seconde par intégration par parties),

on trouve
oo +eo
/ e Ydx = / xe “dx=1.
0 Jo

On conjecture donc que

Formons la différence :

x2

dx

1 1 teo e too e oo xe™
[T e [T

n 0o x+n 0 n 0 n

—x

= /0+W712(f1+x) x (n* —n(n+x) + (n+x)x)dx

~+o0 x2 e
o n*(n+x)
Reste 4 démontrer que cette derniére intégrale est négligeable devant 1/n?. Ceci peut se faire facilement par le
théoréme de convergence dominée, ou en remarquant que

+o0 2 ,—x 1 o0
0< / FC ax < / x*e " dx.
0o n*(n+x) n3 Jo

Correction de ’exercice 15 A
1. Pour €]0,1[, on a

In(r) —In(t) &

o — Y (—In(e))e".

-1 11— =

On pose, pour n > 0 et r €]0, 1], u,(t) = —In(¢)¢". Pour tout n > 0, u, est continue par morceaux sur |0, 1] et

. . In(z) . :
intégrable sur / =0, 1]. De plus u, > 0, Y, u, converge simplementsur / vers ¢ (i qui est continue par

morceaux sur /. Par le théoréme d’inversion séries/intégrales (cas des fonctions positives), on a donc

U n(r) 1 foo foo (]
/ —2dt = / Y (—In(r)")dr =Y / —In(t)t"dt.
o r—1 0 =0 n=0"0
Reste a calculer cette derniere intégrale, ce qu’on fait par une intégration par parties. En effet, pour n > 0,

_tn+l

/01—(1n(t))t”dt: [n+1 ln(t)];—l—nj_l/olt”dt: <n+11)2'




2.Pourt €]0,1[,ona

In(r) ¥, n
T n;)(—l) In(t)t

On pose, pour n > 0 etz €]0, 1], u,(t) = (—1)"In(¢)¢". Pour tout n > 0, u, est continue par morceaux sur |0, 1] et

In(7)

intégrable sur 7 =|0, 1[. De plus Y, u, converge simplement sur  vers ¢ — 1 qui est continue par morceaux

1 1 na 1
| (o) == [ "oy =

1
eton a Z (‘*‘71)2 < 400, On peut donc appliquer le théoréme d’inversion série/intégrale pour en déduire

1] 1+<>°
/n(t)dt = / )" In(r)t"dt
0o t+1

_ Z(—l)/ln()”dl

sur /. Par le calcul précédent,

Correction de I’exercice 16 A
1. Posons u,(x) = x**(1 —x). Chaque fonction u, est positive. De plus, pour tout x €]0, 1[, la série ¥, u, (x)
converge simplement vers

Z” —X 1
" l—x2 T4x

(somme géométrique), fonction qui est continue sur |0, 1]. De plus, on a

/1 ® 1 1 1
Up(X) = 7—— — ~poo
o " m+1 2n+2 7 an?

qui est le terme général d’une série numérique convergente. D’apres le théoréeme d’intégration termes a termes,

on en déduit que
Foo 1 1 4
Z/ un(x)dx:/ Y .
a=0/0 o I+x

1 1 1
dx = _ .
/0 tX)dx = 5 2

Tenant compte de la parité des termes, on a finalement

-1 k+1 1 1
Y L =Y ( > =1In2.
=1 k 30 2n+1 2n+2

On a également

2. Posons u,(x) = x**(1 — x). Chaque fonction u, est positive. De plus, pour tout x €]0, 1], la série ¥, u,,(x)

converge simplement vers

Z —Xx 1
u
nl 1 1-2  1+x

(somme géométrique), fonction qui est continue sur |0, 1[. De plus, on a

/1 @ 1 1 1
Uy X) = — ~N oo —=
0o " 41 2n4+2 T 4n?



qui est le terme général d’une série numérique convergente. D’apres le théoréme d’intégration termes a termes,

on en déduit que
Foo r] L g
Z/ un(x)dx:/ Y 2.
=070 0o 1+x

3. On a également
1 1

1
dx = — .
/o R P R P
Tenant compte de la parité des termes, on a finalement

-1 k+1 1 1
) (=D _ ) ( —> = In2.
=1 k S0 2n+1 2n+2

11 " =5 (toujours par
un argument de série géométrique). De plus, on sait d’apres la premiere question que la série ), fol ‘ (—1)"x**(1 —x) ‘ dx
est convergente. On peut donc & nouveau appliquer le théoreme d’intégration terme a terme pour obtenir

4. Posons Sy (x) = YN ,(—1)"x**(1 —x). Pour x €]0, 1], la suite Sy (x) converge vers x

oo 1 4o

1
n 2n _ . nx2n — X)dx
Y (-1) /Ox (1—x)dx = /Ogo( 12 (1 —x)d
|

= ‘/O m(l—x)dx

| 1
= {arctanx— Eln(l +x?)

0
_m In2
4 27
Par ailleurs,
1 1 1 1
2n
1—x)dx = - = )
/ox< A= Sl 42 e (1)
On obtient finalement
E" (—=1)" 7 In2
= (@2n+1)(2n+2) 4 2

Correction de ’exercice 17 A
On pourra aussi avoir la correction commentée de 1’exercice dans la deuxieme partie de cette vidéo :
Dans toute la correction de I’exercice, on posera pourn > Qett > 1

1
un (1) = 33

Il est facile de remarquer que

oo d 1
L(1)dt = .
/1 (1)t = 3=

1. On voudrait écrire que

oo Fo0

foo it
/1 Y (=1)un(r)de = ¥ /f (= 1) (1)dr.
E n=0 n=0"

Pour pouvoir appliquer le théoréme d’intégration terme a terme, il faudrait que la série de terme général

1+°° |(—1)"u,(r)|dt converge. Mais

iy s 1
[ 1w = [

T 3n12

qui est le terme général d’une série divergente.



2. Par le critere des séries alternées, pour toutn > 1 ettoutf > 1,0on a

1
[Ry(1)| < e

Pour prouver que | 1+°° R, (t)dt converge vers 0, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a la

suite (R,,) ou bien remarquer que
oo oo dt 1
R,(t)|dt < —_— =
/1 R 1) —/1 3 3n42

Ainsi, si on pose S, (1) = Y7_o(—1)*u(t), on a

T _di s ndi+ [ Ry()d
_— = t)dt R, (1)dt
| tia=] s +/ A (1)
+oo oo
—Z/ )dt+ R,(t)dt
+oo
3k+2+/
(-1

n——+oo
kgo 3k+ 2

Correction de ’exercice 18 A

On démontre facilement par récurrence que f0+°° x"e *dx = n!. Mais alors, les hypotheses de I’ exercice nous
disent que la série

+o0  rtoo
Z/ |apx"e ™| dx = Z |ay|n!
n=0"0 n>0

est convergente. De plus, la série },,~¢a,x" est normalement convergente sur tout segment [0,A], car on peut
majorer |a,x"| < |a,|A" < |ay|n! pourvu que n soit assez grand. La fonction somme est donc continue sur
[0, +oo[. On peut alors appliquer le théoréme d’intégration termes a termes et on trouve

Zann' Z/ apx'e Ydx = A Zanx"efx

n>0

ce qui est le résultat voulu.

Correction de ’exercice 19 A

1. Remarquons d’abord que la fonction ¢ — ﬁ est intégrable sur [0, 4o : en effet, elle est continue sur
]0, oo, elle se prolonge par continuité en O (car ¢’ — 1 ~ t) et au voisinage de I’infini, elle est équivalente a re~’
qui est intégrable sur [1,4-oo[ (elle est négligeable devant 1~ par exemple). L’idée ensuite est de reconnaitre

! nt
el —1 l—ef_zte '

n=

Cette égalité est valable deés que e’ < 1, c’est-a-dire dés que ¢ > 0. Posons f,(¢) = te ™. Alors
Chaque f, est continue par morceaux sur |0, oo, intégrable sur ce méme intervalle, et

oo oo 1
/ |fu(2)|dt = / te”"dt = — (intégration par parties).
0 0 n

Pour tout 7 > 0, la série Y, f;,(t) converge vers t — '



On peut donc appliquer le théoreme d’intégration terme a terme, et on trouve

/(:w _ldt HZ/ te "dt = Z

>1 n>1

2. Chaque f, est continue par morceaux sur |0, 4-co|, intégrable sur ce méme intervalle, et

+oo teo 1
/ |fu(2)|dt = / te”"dt = — (intégration par parties).
0 0 n

3. Pour tout £ > 0, la série ¥, f;,(t) converge vers ¢ — .
4. La méthode est exactement identique et les détails sont laissés aux lecteurs. On trouve une somme a
partir de O et non de 1 car
Z te” (a+nb)t

n>0

l—e

Correction de ’exercice 20 A

On sait que, pour tout u € R, on a cos(u) =¥ % (7(21)

o (*(zlr)l;f". Posons, pour x > 0, f,(x) = (—1)" (;'nl e . Alors la série ', fu(x) converge pour tout x > 0 vers

cos(y/x)e ™. De plus, on a

. On en déduit que, pour tout x > 0, cos(y/x) =

I ARTICITEES o e

n>1

Or, [y"x"e*dx = n! et donc
n!
[fa(D)ldx =}, =
n;/ ng’l (2n)!

et ceci est une série convergente, comme on peut le constater en appliquant le critere de d’ Alembert. On peut
donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme et on obtient

oo oo (1) e n!
/0 cos(y/x)e “dx = Z/ ((Zn)>! x'e dx = Z(—l)” n)l

n=0

Correction de ’exercice 21 A

On peut commencer par remarquer que, puisque In(x) =¢ o(1/4/x) et que In(1 —x) = o(1/v/1—x), la
fonction x — In(x)In(1 — x) est bien intégrable sur ]0,1[. De plus, en effectuant un développement en série
entiere de In(1 — x), on sait que, pour tout x €]0, 1],

In(x)In(1 —x) = Z —ln(x)x—n

n>1 n

Posons, pour n > 1 et x €]0, 1], u,(x) = —ln(x)%. Alors u,(x) > 0 et donc

/O] 14 () = —/01 ln(x)%ndx

xn+1 1 11 xn+1
| [ d
{n(x)n(wl)]o o x nnt1)®

1
n(n+1)2




Puisque la série Zn + ——— converge, on déduit du théoreme d’intégration terme a terme que

1 1 Bk
/0 (1= ¥ - / In(x)-dx
; n—|—1

1)

Correction de ’exercice 22 A

1. Pour ¢ €]0, 1], on reconnait dans 1/(1+") la somme de la géométrique de premier terme 1 et de raison
(—t)b. Ainsi,
tafl

— Z (_1)nta+nb71 )

n>0

/1la+”bldt -
0 a+nb

/ a+nb ldt
n>0

est divergente puisque son terme général est équivalent a 1/nb. On ne peut donc pas appliquer le théoréme
d’intégration terme a terme.

3. On va néanmoins appliquer le théoréme de convergence dominée. En effet, pour tout ¢ €]0,1[, Sy(¢)
converge vers t*~! /(14-*). De plus, on a

1+1¢b
2.0na

et donc la série

o 1— (_1)N+II(N+1)I)

ja-
1+1¢°

2121

Sn(t)| = .
Sv(0) <

Or, la fonction ¢ + t*~! /(1 4¢7) est intégrable sur |0, 1[. Elle est en effet continue sur |0, 1] et en 0, elle est
équivalente a 1! qui est intégrable au voisinage de O (intégrale de Riemann). Le théoréme de convergence
dominée nous dit donc que :

1 14— 1 1
= 1 = i .
/o 15 dt = / N_lgrleN dt N_lggm A Sn(t)dt

4. On calcule la derniere intégrale. En reprenant le calcul effectué a la question 2, on trouve exactement le
résultat demandé. En particulier, poura=1etb=3,0na

+Z°°(—1)"_/1 1
3n+1  Jo 3+1°

n=0

Pour calculer cette derniere intégrale, on peut décomposer la fraction rationnelle en éléments simples ou de-
mander a un logiciel de calcul formel comme Xcas. On trouve

(=D In2 w3
Y +
~3n+1 3 9

Correction de ’exercice 23 A




. i . . . 5 ) P
1. La fonction x — = est continue sur [0, 1] (le dénominateur ne s’annule pas). Il n’y a pas de problemes
d’intégrabilité, et il s’agit juste d’un calcul d’intégrales :

1 0 1 i
e (/0 1_ez~ex‘”) - /09‘(1_exd>
/1 cos0 —x J
- X
o 1—2xcos0B +x2

= [—;ln (l —2xcos 6 —i—xz)]

1

0

= —In

0
2sin —|.
s1n2‘

2. Posons Sy(x) = YN e/ 1)0x" On a

0i0 _ pi(N+2)8 N1
Sn(x) =

1 —eifx

soit 5
S <
w00l <

Cette derniere fonction est intégrable sur [0, 1] et ne dépend pas de N. De plus, pour tout x €]0, 1], Sy (x)

i0 9 N 2’ N r 2z
converge vers 1 g; lorsque N tend vers +eo. Dapres le théoreme de convergence dominée,

i0

oo ol 1
Z/ e’(”“)ex”a’x:/ ———dx.
=Jo 0o 1—ex

Remarquons qu’on ne pouvait appliquer le théoreme d’intégration terme a terme ici car la série de terme général
N | el D0x| dx est divergente.
P3N . . in6 . .
3. La premiere somme apparaissant ci-dessus vaut encore },,~.; <-. Il suffit alors de prendre la partie réelle
de I’égalité et d’appliquer le résultat de la premiére question.

Correction de I’exercice 24 A
1. Pour la série, il suffit de remarquer que, pour m > 2, on a

1 1

Oﬁmm Sk

. 2. 1 . N 2. 1 ye 2 .
Puisque la série }., —> converge, il en est de méme de la série }., =. Concernant Iintégrale impropre, on
commence par écrire

—_—

flx)= o exp(—xInx).

Cette fonction est continue sur |0, 1], et se prolonge méme par continuité en 0 par f(0) = 1, car lim,_,oxInx = 0.
Ainsi, f se prolonge en une fonction continue sur [0, 1], et en fait on n’a pas affaire & une intégrale impropre.
2. La fonction x — x”(Inx)? est continue sur |0, 1]. De plus,

Vx x (xP(Inx)?) — 0 lorsque x — 0.

Ainsi, en 0, x”(Inx)? = o(1/4/x), et comme 1//x est intégrable sur [0, 1], il en est de méme de x — x”(Inx)7.
3. C’est un calcul de primitive direct, et on trouve I(m,0) = 1

mt+1-
4. Supposons g > 1. On va intégrer par parties :
[ s [t ] = [ gt = i)
xP(Inx)?dx = X nx — [ ——x""" =(Inx x=———I(p,q—1).
0 p+1 o Jo p+l x p+1 P4



Par une récurrence immédiate, on trouve

(=1)%q!

!
1(p.q) = (~1)1—L1(p,0) = (p+ D)ot

(p+1)4

Lorie 1 _ _ a1 p vt
5. On écrit a nouveau que -z = exp(—xInx), et on utilise que pour tout réel u, on a exp(u) =Y, . On

n=0 n!
en déduit que
/1 dx /1 +°°

On peut alors justifier la permutation de la somme et de I’intégrale en utilisant I’un de des arguments suivants :
le théoréme de convergence monotone : en effet, la fonction x — x"(—Inx)" est positive sur [0, 1]; le théo-
reme de convergence dominée : en effet, pour N > 1, on utilise que

7| St

1 oo
"(Inx) "dx—/ Z —x —Inx)"dx.

1
— ' < —
n! T =5n! X

et cette derniere fonction est intégrable.
On peut donc permuter la somme et I’intégrale, et donc

ldx_+°° (= b, n _+w (="
/0 —=Y /o x'(Inx)"dx =) I(n,n).

x* = nl = n!

6. le théoréme de convergence monotone : en effet, la fonction x — x"(—Inx)" est positive sur [0,1];
7. le théoreme de convergence dominée : en effet, pour N > 1, on utilise que

SR AR w 1
ngb o X" (Inx)" ;n— (—Inx)" Sngbax (—lnx)”§;7

et cette derniere fonction est intégrable.
8. On remplace I(n,n) par sa valeur, puis on fait un changement d’indices :

1@_% &
0 x* _n:O (n_|_1)n+1 _m:1 mn’

Correction de ’exercice 25 A
On va appliquer le théoreme de continuité des intégrales a parametres :

1. Posons, pour (x,t) € Rx]0,+eo[, f(x,t) = T

pour tout x € R, la fonction z — f(x,#) est continue sur |0, 4-eo[. pour tout ¢ €]0,+oo|, la fonction x — f(x,1)
est continue sur R. pour tout x € R et toutz > 0, on a

1

IR

Cette derniere fonction ne dépend plus de x et est intégrable sur |0, 4-oo].
Par le théoréme de continuité des intégrales a parametres, F est définie et continue sur R.
2. pour tout x € R, la fonction 7 — f(x,7) est continue sur |0, 4.
3. pour tout ¢ €]0, 4|, la fonction x — f(x,¢) est continue sur R.

4. pour tout x € Rettoutt >0, on a
1
)] < .
S <

Cette derniere fonction ne dépend plus de x et est intégrable sur |0, 4-oo].
5. Posons, pour (x,7) €]0, +o0[x]0, +eo], g(x,7) = sin(x*#*)e ™. On va également appliquer le théoreme de
continuité des intégrales a parametres, mais on ne va écrire la domination que sur tout segment de |0, 40| :




pour tout x > 0, la fonction # — g(x,¢) est continue sur |0, 4-co|. pour tout 7 €]0, +oeo[, 1a fonction x — g(x,)
est continue sur |0, +oo[. soit 0 < a < b. Alors, pour tout x € [a,b] et tout z > 0, on a —xt < —at et donc par
croissance de la fonction exponentielle sur R, on a exp(—xt) < exp(—at). Il vient, pour tout x € [a,b] et tout
t>0,

]sin( 2 2) xt‘ <e ar.

Cette derniere fonction ne dépend plus de x et est intégrable sur |0, 4.

Par le théoreme de continuité des intégrales a parameétres, G est définie et continue sur |0, +-oo|.

6. pour tout x > 0, la fonction 7 — g(x,7) est continue sur |0, +oo].

7. pour tout ¢ €]0, +eo[, 1a fonction x — g(x,7) est continue sur |0, +oo|.

8. soit 0 < a < b. Alors, pour tout x € [a,b] et tout 7 > 0, on a —xt < —at et donc par croissance de la
fonction exponentielle sur R, on a exp(—xz) < exp(—at). Il vient, pour tout x € [a,b] et tout 7 > 0,

]sin( 2 2) xt‘ <e at.

Cette derniere fonction ne dépend plus de x et est intégrable sur |0, 4.

Correction de ’exercice 26 A

1. On remarque d’abord que pour tout x € R, la fonction ¢ €]0, 4-oco[— f::z est continue sur |0, 4-oo[. Si
x >0, on a en outre pour tout > 0,
e 1
0< —
T 142 7 1447

et cette derniére fonction est intégrable sur |0, +oo[. Par comparaison, F (x) est bien défini. D’autre part, si x <0,

alors
—x

IEIJPM 1+12 =t

ce qui empéche la fonction d’étre intégrable au Voisinage de +oo. Finalement, on a prouvé que D = [0, +oo].

2. Posons, pourx >0 et >0, f(x,1) = {+ z2 Alors :
pour tout £ > 0, x — f(x,7) est de classe (5‘” sur |0, +-oo[. pour tout kK > 0, on a

k kk ,—tx
f _ (=D

Cette fonction est continue sur |0, +oo[. soit [a,b] un segment contenu dans |0, +oo[. En particulier, on sait que
a > 0. Pour tout x € [a,b] et toutz >0, on a
eftx < e*ta

et donc o L
f the '
—(x,1)| < .

Cette derniere fonction ne dépend plus de x et est intégrable sur |0, +eo|, car au voisinage de oo, elle est
négligeable devant 1/12.
D’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégral, F est de classe € sur D\ {0} et, pour tout x > 0

ettout k >0, o0na
400 (_ 1 )ktke—tx
F®(x) = / .
®) 0 1412
3. pour tout r > 0, x — f(x,) est de classe € sur |0, +oo].
4. pour tout k >0, on a
ak -1 kl‘k —tx
—f(x,t) _ (D)™
dxk 1+12
Cette fonction est continue sur 0, +oo|.
5. soit [a,b] un segment contenu dans |0, 4-co|. En particulier, on sait que a > 0. Pour tout x € [a,b] et tout
t>0,ona
e—tx < e—la



et donc
lk —ta

ok f e
‘axk@”’ STy
Cette derniere fonction ne dépend plus de x et est intégrable sur |0, oo, car au voisinage de oo, elle est
négligeable devant 1 /12,

Correction de ’exercice 27 A

1. Si x = 0, la fonction a intégrer est identiquement nulle sur |0, +oo[ et est donc intégrable sur |0, +oo[. Si

. —t
% est continue sur )0, +oo. De plus, sin(xt) ~;_0

x # 0, on commence par remarquer que la fonction ¢ —
sin(xt) !

sin(xt)e™!
t t

xt et donc la fonction ¢ +— se prolonge par continuité en 0. Ainsi prolongée, la fonction ¢ —
est continue sur [0, +eof et on a pour z > 1,

sin(xt)

La fonction e™" étant intégrable sur [0, 4-o0[, on en déduit que la fonction ¢ — ~—=~>¢~" est intégrable sur [0, 4-oo].

2. Posons, pour x € Retr >0, f(x,7) = M@‘t. Alors, % est définie sur R x]0, 4-oo] et vaut
d
a—f(x,t) = cos(xt)e".
X
C’est donc une fonction continue des deux variables x et 7. De plus, pour tout x € R et tout 7 €]0, +-oo],
d
’air(x,f )| <e”

et cette derniere fonction est intégrable. On en déduit, par le théoréme de dérivation des intégrales a parametres,
que F est de classe €' sur R et vaut

oo
Fl(x) = / cos(xt)e"dt.
0

3. On peut calculer cette derniére intégrale en écrivant cos(xt) comme Re(e™). On a donc

oo
Fl(x) = 9?e</ e(‘x‘l)’dt)
0
1
- EKe(l-z‘x)

1
1+x%

4. En intégrant F’ entre 0 et x, on trouve que

F(x) — F(0) = arctan(x) — arctan(0) = F(x) = arctan(x).

Correction de ’exercice 28 A

1. Pour x > 0, la fonction ¢ m est continue sur [0, +oo[. De plus, au voisinage de oo,

1 1

Par comparaison, la fonction est intégrable sur [0, +oo].
2. Il s’agit d’une intégrale connue :

I(x) = [l arctan(t/x)} -



3. Posons f,(x,t) = m qui est de classe C! sur ]0, +0[x]0, +oo[. De plus,
d -2
ﬁ(x,t) e
ox (x2 4-12)ntl
Fixons maintenant 0 < a < b et supposons x € [a, b]. Alors,

of, 2nb
‘ ox BN = @y

Cette derniere fonction (qui ne dépend pas de x pourvu que x € [a,b]), est intégrable sur |0, +oo[, et donc ,, est
de classe C! sur [a,b]. Puisque a et b sont arbitraires, I, est C! sur |0, +oo| et
I/

n

(x) = —2nxl,41(x)

pour x > 0.

4. On va prouver ce résultat par récurrence sur 7, et on va en méme temps obtenir une relation de récurrence
pour la suite (A,). Le résultat est vrai pour n = 1, avec A; = /2. Supposons-le démontré au rang n, et prouvons-
le au rang n+ 1. Pour x > 0, d’apres la question précédente,

1 —@n-DA e
- % X y2n T x2n+l

In+l ()C)

(2n—1)

avec A,y = % On en déduit (classiquement) que

(2n—2)!

S (CeE

.

Correction de ’exercice 29 A

e

1. Pour tout x > 0, la fonction (x,7) — H—; est continue sur [0, +oo[. De plus, on a, pour tout x > 0 et tout
t >0,

e —xt

1+12

< 1
1+

et cette derniere fonction est intégrable sur |0, 4-o[. Donc I’intégrale définissant F (x) converge. D’ailleurs, elle
converge aussi pour x = 0.

2. On peut appliquer le théoréme de convergence dominée ou, plus simplement, remarquer que, pour tout
x>0ettoutr >0,0na

e —Xt

1412

0< <e M.

On en déduit, par intégration de I’'inégalité, que

0<F(x) <

==

d’ou la limite désirée d’apres le théoréeme des gendarmes.
e*XI

3. Posons f(x,t) = 172 Alors, pour tous x,7 > 0, la fonction f admet des dérivées partielles par rapport a

x d’ordre 1 et 2 qui sont données par

af B e—xt aZf . e—xt
S =Tt et ga e =

Ces dérivées partielles sont continues comme fonctions des deux variables x et £. Pour tout x > 0, la fonction

t %(x,t) est intégrable sur |0, +-oo[ (on peut majorer sa valeur absolue par e ™ qui est intégrable). De plus,

fixons [a,b] C]0,+oo[. Alors, pour tout x € [a,b] et tout 7 > 0, on a

) efxt
1412

—at




et cette derniere fonction est intégrable sur |0, +oo[. Par le théoréme de dérivabilité des intégrales a parametres,
on en déduit que F est de classe ¢ sur |0, 4-o0[ avec

+oo e—xt
F"(x) = / P ——dt.
0 1+¢
En particulier, pour tout x > 0, on a

+o0

1
F"(x)—i—F(x):/ e Mdt = -
0 x

Correction de ’exercice 30 A

1. Posons u(x,t) = <) définie et continue sur |0, +o0[x [0, 71 /2]. Pour tout x € R* , 1a fonction £ — u(x,
t+x +

est intégrable sur [0,7/2] (c’est une fonction continue sur un segment). Cette fonction admet une dérivée
partielle par rapport a x donnée par

@(x,t) _ —cos(t)'

ox (t+x)?
Cette dérivée partielle est elle-méme continue sur |0, +o0[x [0, 7 /2]. De plus, fixons [a,b] C]0,+oo[ (en particu-
lier, a > 0). Alors pour tout x € [a,b] et tout 7 € [0,7/2], on a

et cette derniere fonction est intégrable sur [0, 7/2]. Par le théoréme de dérivation des intégrales a parametres,
on en déduit que £ est de classe C! sur ]0,+oo| et que

o [T/?—cos(1)
f(x)f/o =0

Ainsi, f est décroissante sur |0, +oo|.
2. Il n’est pas besoin d’appliquer un théoreme sophistiqué. Ici, on a en effet

OSf(x)S/OE/ZIdtzln<x+ﬂ/2> —0.

t+x X

Par le théoréeme d’encadrement, f tend vers O en +oo.
3. Par encadrement, on a donc

/2 1 /72 42 /2
/ —dt—— ——dt < f(x) g/ ——dt,
0o I+x 2Jo t+x 0o t4x

T 2
—In(x) +In(x+ 7(/2)—% A " t:_—xdt < f(x) < —In(x) +1In(x+7/2).

Le seul terme qui pose encore probleme est I’intégrale. Mais, on remarque que

/2 42 /2 42 2
/ . dt g/ t—dt = n—.
0o I+x 0 t 8

—In(x)+In(x+7m/2) — Té < f(x) < —=In(x)+In(x+7m/2).

soit

11 vient

11 suffit ensuite de diviser par —Inx et de faire tendre x vers O pour en déduire le résultat voulu.
4. 11 suffit d’encadrer le plus simplement possible le dénominateur. En effet, on a

T2 cost /2 cost
dt < < —dt.
/o x+m/2 < f) _/o X




11 vient

1 1
< —
x+m/2 ~ ORS X
et donc |
f(x) ~ieo X
Correction de ’exercice 31 A
1. Définissons sur Rx]0, +oo],
—at —bt

flx,t) = % cos(xr)

qui est une fonction continue. Si x € R est fixé, on a

f(x,t) = (b—a)

lorsque ¢ tend vers O (faire un DL par exemple). Ainsi, la fonction # — f(x,#) se prolonge par continuité en 0.

De plus, au voisinage de +co,
2ft) =0 = f(t,x) =4 o(1/1%).

Ainsi, t — f(t,x) est intégrable sur R, et F(x) est bien définie.
2. La fonction f est de classe C', et

Pour tout x € R et toutr > 0, on a
< €7bt+€7at

L

et cette derniére fonction, qui ne dépend plus de x, est intégrable sur |0, +oo|. Ainsi, F est C' et

F@:AM@Wfﬂmmmn

Or, il est facile de voir que, pour tout ¢ > 0,

oo " foo ) X
/0 e_a Sln(.xt)dt = Sm (/0 e(_C-Hx)tdt) = m

X X
CxX24+b2 24a?

On en déduit que

F'(x)

3. Il suffit d’intégrer la relation précédente.

4. La relation demandée est une simple intégration par parties (généralisée), justifiée par la convergence de

toutes les intégrales en jeu (faites-le). En particulier, démontrez la convergence de [, |y/(1)|dt.
5. Faisons tendre x vers +oo. On a d’une part,

I a? +x?
m -——————-=
x—-too b2 4 x?

et donc par composition des limites

lim F(x)=C.
X—>+-00
D’autre part, on a
1+,
FOI<— [ |w(o)ldr,
x| Jo

d’ou ’on tire lim,_, 1 F (x) = 0. On en déduit que C = 0.



Correction de I’exercice 32 A
1. La fonction cosh ne s’annulant pas sur R, pour tout x € R, la fonction ¢ > % est définie sur [0, +oo].

De plus, on a, pour tout x € R et tout > 0,

cos(2zx)

1 —2t )
cosh?(t)

< — =e¢
—eZI

2 est intégrable sur [0, oo, I'intégrale impropre [, ZZZ@Z; dt est convergente et la

Puisque la fonction ¢ — e~

fonction 7y est définie sur R.
2. Nous allons appliquer le théoréme de continuité des intégrales a parametres. La fonction (x,7) — zzzgg%

est continue sur R x [0, +eo[. De plus, nous avons prouvé que pour tout x € R et toutz > 0, on a

—2t

)

cos(2tx)
cosh?(z) | ~

et cette derniere fonction est intégrable sur [0, +oo[. Donc la fonction ¥ est continue sur R.

3. On commence par remarquer que
2

t 1\ 2
cosh2(t)—<e +2€ ) :64 x (e 4 1)?

et donc
+o0 262t

y(x) = ; ZCos(th)m.

Effectuons une intégration par parties en posant

u(t) = Tl et v(t) = 2cos(2tx)

de sorte que
2 eZt

u'(t) = RN etV (t) = —4xsin(2tx).

Puisque u(1)v(r) =25 0 et que uv’ et u'v sont intégrables sur [0, +oof (il faut encore le justifier pour uy’...), la

formule d’intégration par parties donne, pour tout x € R,
—+oo Foo 1 .
’}/()C) = [u(t)v(t)]o _4X/O mSlﬂ(Zl}C)dl

oo 1 .

4. On commence par écrire que, pour tout r > 0,

1 e—ZI
11eX 1te2
—+oo
— 672t Z (_1)k(e72t)k
k=0

Jio k 2k
=—Y (=1)fe ™.
k=1



Fixons ensuite x € R. On calcule

+o0
/ sin(2xt)e 2K dr =
0

< / T ok dt>
0
Sm( 2k+21x>

3 2k +2ix
" k2 +x2)

T2k +x2) —|—x2)
On peut donc conclure si on peut permuter la somme et I’intégrale. C’est un peu délicat. Posons (2 x toujours

fixé) fy(t) = X, (—1)ke=2¥ sin(xt). On souhaite prouver que

im [ fe()de —/O+m lim fy()dt

Nes+oo Jo a N—too

Pour cela, il suffit de remarquer que

(—1)ke 2k

M=

|fn(t)] <

k
e 2 _ (_1)N+le—2(N+1)t

14e 2

1

26_2t
< =
T l4e
2

T 14

Or cette derniere fonction est intégrable sur [0, +oo[, et donc on peut appliquer le théoréeme de convergence
dominée qui nous permet de conclure que

_ P —1)
y(x) =1+42x Z

212"
k>1k +x

Correction de ’exercice 33 A

1. Remarquons pour commencer que, pour tout x € R, la fonction # — - +zx est continue sur |0, +eo[. On doit
juste traiter le probleme au voisinage de +oo. Mais, si x < 0, #* tend vers O lorsque ¢ tend vers +oo. Ainsi,

1

N
1+tx t—+

et I’intégrale impropre ne converge pas au voisinage de +oo. Si x = 0, la fonction est constante et son intégrale
ne converge pas. Enfin, si x > 0, on a

1 1
L4
Puisque I’intégrale [, 1 L converge si et seulement si x > 1, et par comparaison a une fonction pos1t1ve I’inté-
grale est convergente si et seulement si x > 1. Autrement dit, le domaine de définition de f est |1, +oo[. Fixons

ensuite [a,b] C]1,+oee[. Alors si x € [a,b], on a pour tout ¢ € [0, 1],

1 1
0< < .
T 14 T 14eb
De méme, sit > 1,
0< ! !

< .
T 14T 141



La fonction 7 — 5 b étant intégrable sur [0, 1] et la fonction ¢ > 1 +t” étant intégrable sur [1,+-oo[, on déduit du
théoréme de contlnulte des intégrales a parametres que f est continue sur |1, +oo].

2. Posons u(x,t) = 1= _H“ définie sur |1, 4oo[x]0,+oo[. Alors u admet une dérivée partielle par rapport a x
définie sur |1, +o00[x]0, 4o et donnée par

du —t*Int
(1) = s
dx (I+1v)
Cette dérivée partielle est continue des deux variables. Si on utilise
tx

14¢* 1
(1+1%)2

S (02 14

on trouve que, pour tout [a,b] C R et tout x € [a,b], on a

ou | < I
ox 1410

IN

sit€]0,1]et
du |Inz|
—(x,f

8x(x7 )| = 1414

sit > 1. La fonction ¢ — ln’ étant intégrable sur [0, 1] et la fonction ¢ —

N

Int
T+19

déduit du théoreme de derlvablhte des intégrales & parametres que f est €’ sur |1, +oo[ et que, pour tout x > 1,

yon [T —t*Int
G

étant intégrable sur [1,+oo[, on

Pour obtenir la formule demandée par I’énoncé, on coupe I’intégrale en deux, entre O et 1 et entre 1 et +oo, puis
on fait le changement de variables u = 1/¢ dans la premiere intégrale. Puisque pour toutz > 1 et tout x > 1,

*In(t) (1
—= | 5—-1])<0
(1419)? (ﬂ > -
on en déduit que f est décroissante sur |1, oo
3. On va séparer I’étude de I’intégrale entre O et 1 et entre 1 et +oo. On a d’une part, pour tout 7 €]0, 1],

1
1m
x—+oo | ¥

De plus, pour tout  €]0, 1] et tout x > 0,
1

14#

et 1 est intégrable sur |0, 1[. Ainsi, par le théoréme de convergence dominée, on a
lim 7dt / ldt =1.
x—=+e0 Jo 1 41¥

Pour I’intégrale entre 1 et +oo, on peut également utiliser le théoréme de convergence dominée, ou plus sim-
plement on peut majorer : pourx > lett > 1,0ona

1 1
142 = ¢

0<

On integre cette inégalité entre 1 et +oo, et on trouve

T ] teo 1 1
o< [T Las [T L
1 1+ 1 x—1

—+oo

Par le théoreme des gendarmes,

lim
x=+teo J1 T 41¥



Finalement, on en conclut que F tend vers 1 en +oco.
4. Si F admet une limite £ en 17, alors puisque F est décroissante, pour tout x > 1, on a

F(x) <.

Mais comme on intégre une fonction positive, on en déduit que, pour tout A > 1, on a

A1
dt <F(x) </.
[ rwasres

5. Faisons tendre x vers 1 dans I’inégalité précédente. Puisque, pour tout 7 € [1,A], IJ%[X

x tend vers 1, et que

1
tend vers 1 lorsque

’ I+~
pour tout z € [1,A] et x > 1, avec 1 fonction intégrable sur le segment [1,A], on peut appliquer le théoréme de
convergence dominée et on obtient

A dt

/ oy,

T A

. gk . 1
Ceci est vérifié pour tout A > 1. Puisque t — 7
dt

S 1+°° 14; est convergente. Ceci est faux par comparaison a une intégrale de Riemann divergente. C’est donc que

I’hypothese que F admet une limite finie £ en 17 est fausse. Mais F est décroissante, et donc admet une limite
en 17 qui peut étre finie ou égale & +o0. On en déduit que lim,_, + F (x) = +oo.

est positive sur [1,A], on en déduit que I’intégrale impropre

Correction de ’exercice 34 A
1. On a, pour tout x € R,

|efitxefat2| — efat2

qui est une fonction intégrable sur |0, 4-co[ puisque a > 0. Ceci démontre a la fois que F est bien définie sur R
et aussi que F est continue sur R puisqu’on a majoré 1’intégrande (qui est continue) par une fonction intégrable
ne dépendant pas de x. De plus, la fonction (x,#) — e~ it¥e=a” est de classe C I et sa dérivée partielle par rapport
axest (x,1) — —ite e~ Cette fonction vérifie

‘ o l-tefitxefat2| < |l‘|€7atz
et la fonction qui est a droite de I’inégalité est intégrable sur R et indépendante de x. Ceci prouve que F est C!

sur R, de dérivée
oo ) )
F'(x) :/ —ite” e~ dt.

—oo

Une intégration par parties permet de se ramener a F :

. —+oco o
Flx) = |e@e| /+ e (—ixe ) dr
2a - _w 24
X
= ——F(x).
5 F )

2. On résout I’équation différentielle vérifiée par F : F(x) = F (0)e~/4. De plus,

Ty TN .
—oo oo Vva a

Correction de ’exercice 35 A

. —(241)x2 Lo . N
1. La fonction u : (x,1) — % admet une dérivée partielle par rapport a x valant

du 2 e_(tz'H))C2 2 _(1x)2
a(x,t)z—bc(l—i-t )ﬁz—er ¥ )7



Cette dérivée partielle est continue comme fonction des deux variables sur R x [0, 1]. De plus, si [a,b] C R, alors
% est bornée sur le compact [a,b] x [0,1] disons par le réel M > 0. Comme M est intégrable sur I’intervalle
borné ]0, 1], on en déduit par le théoréme de dérivation des intégrales a parametres que g est dérivable et que

I'on a
2 1 2
g(x) = —2xe™* / e~ 4.
0

X

De plus, par le théoréme fondamental du calcul intégral, f est dérivable, de dérivée e~ * Posons alors h =

g+ f2. hest dérivable sur R et sa dérivée est
1 X
H(x) = —2xe ™™ / e dp 26 / e dt
0 0
X X
= 2 / e dt+2e% / e dt =0
0 0

ol on a effectué le changement de variables u = tx. Ainsi, /' = 0 sur R et donc la fonction % est constante. De
plus,
L dr T
h(0 :/ —— =arctan(1l) = —
0= (1=1.

ce qui prouve le résultat.

2. On va faire tendre x vers oo, et prouver que g(x) — 0 lorsque x — +oo. C’est trés facile en utilisant le
théoréme de convergence dominée. On peut aussi remarquer que, pour tout (¢,x) € [0,1] x R, on a

e—(t2+1)x2
0< ——<e
- P+l T

et donc X
0<gx) < / e dt=e".
0

Par le théoreme des gendarmes, ceci prouve que g tend vers 0 en +oo. D’apres 1’équation précédente, on en
déduit que lim,_, . f2(x) = 7. Puisque 7 est positive (comme intégrale d’une fonction positive), on en déduit

_yr
que [ = 5.

Correction de ’exercice 36 A
1.Pourx>0ett>0,0na

efx(H»tz)

14172

< 1
1412

La fonction apparaissant dans la partie droite de ’inégalité est intégrable sur [0, 4-oo[ et ne dépend pas de x. De
—x(1+t

2
plus, la fonction f: (x,) — % est continue sur [0, 4-0[2. On en déduit que F définit une fonction continue

sur [0, +oo[. De plus, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée (toujours grice a I’hypothese de
domination écrite plus haut) et on a

+o0 e—x(l—l—lz) +o0
tim F(o= [ tim ar= [ odr—o.
X—r+o0 0 x>t 14t 0

2. f est de classe C! sur [0, +oo[* et on a
)
2 (1) = —e 99

Fixons a > 0. Alors, pour tout x € [a,+o],

—x(1412) < efa(lthz)

e



et cette derniere fonction est intégrable et ne dépend pas de x € [a, +oo[. De plus, (x,7) — —e~*1+1%) est conti-
nue. On en déduit que F est de classe C! sur tout intervalle [a, +oo[, donc sur |0, +eo|, sa dérivée étant donnée

par
F'(x) = — /+we_x(l+t2)dt =—e" /+°° e dt.
0 0

Un changement de variables u = \/xt conduit au résultat voulu.

3.0na
P (dx= lim F —o- [ -
[ = tim ) —F(0) =0 [ = 5F
D’autre part,
F=- e
X)=———7 e u
vx Jo
On a donc

ey / Tertaux [T
X)dx = — e u X —dX.
0 0 VX

On effectue le changement de variables x = 4 dans la derniére intégrale, ce qui donne,

—+oo efx —+oo 5
/ dx = 2/ e "“du.
RYAS 0

0

Finalement, on a établit que

On trouve donc bien le résultat voulu.

Correction de ’exercice 37 A

1. Posons u(x, 0) = cos(xsin 6), définie sur R x [0, 7]. u est de classe C*, ses dérivées partielles du premier
et second ordre par rapport a x étant

du : o 9%u
a(x,e) = —sin(0)sin(xsinO) et 52

Pour tout x € R et tout 6 € [0, 7], on a

(x,0) = —sin?(0) cos(xsinB).

Cette derniére fonction est intégrable sur [0, 7z]. On en déduit que f est de classe C? puis que
fl(x)= /07r —sin(@)sin(xsin0)dO, f’(x) = /07r —sin(0) cos(xsin 0)d#.
2. Utilisant —sin® @ = cos*6 — 1, on a
xf"(x) +xf(x) = /O”xcos2 0 cos(xsin6)d6 = /Oncose x (xcos(@)cos(xsin))d6.

On réalise alors une intégration par parties dans cette derniere intégrale, pour trouver

xf"(x) +xf(x) = —f'(x).

3. En utilisant le développement en série entiere de cosu, on peut écrire que pour tout x € R,

T +°° _
/ sm9)2” 2149,
n= O

Or, pour tout x € R et tout 6 € [0, ],

’x‘2n
(2n)!

‘(_l)n (s1n9)2” 2n <




et le terme de droite est le terme général d’une série (indépendante de 8) qui converge. On en déduit donc que,

a x fixé, la série ¥, ((;i)), (sin0)%"x?" converge normalement sur [0, 7]. On peut donc permuter la somme et

I’intégrale, et on trouve que
(_l)n T 2n 2n
flx) =) an)! /0 (sin®)" ) dOx™".

n>1

On a bien développé f en série entiere sur R.

Correction de ’exercice 38 A

1. Remarquons d’abord que la fonction ¢ — *~'e™ est continue sur |0, +oo[. D’autre part, en 0, elle est
équivalente 4 +*~! qui, par le critere de Riemann, est intégrable en O si et seulement si x > 0. Au voisinage de
+o0, la fonction est toujours intégrable. En effet, si ¢ est assez grand, on a

x—1 _—t 1
0<tr e’ < 2
et on conclut a I’intégrabilité par le théoréme de majoration. On a donc prouvé que le domaine de définition de
I"est |0, +oo].

2. La fonction g est continue sur |0, 4-oo[. Au voisinage de 4o, le probleme de convergence se traite comme

précédemment. Au voisinage de 0, on a
gk(t) ~ =2 nt
et il s’agit d’une intégrale de Bertrand. On a A — 1 > —1. On peut trouver ¢ dans I'intervalle ] —1,A —1[. On a
alors
8k(t) =0 0(°)

et ceci est une intégrale de Riemann convergente (en 0). Posons f(¢,x) =t 'e~". Alors f est C* sur |0, 4oo[2,
et

okf

oxk
Soit0 <A< Betx€[A,B].Pourtr <1,ona

(t,x) = (Int)*r e,

|(Inn)ke=te™| < [t~ e,
et d’autre part, pourt > 1,on a
|(Ine)* e | < |Int[ B~ Te .

D’apres la question précédente, on a majoré les dérivées partielles par rapport a x indépendamment de x € [A, B]
par une fonction intégrable. Par application du théoréme de dérivabilité des intégrales a parametres, I est de
classe C* sur n’importe quel segment [A, B] C]0, 4o, donc sur |0, +oo[, et

~+oco
F(k)(x):/ (Int)*¥ e d.
0

3. La fonction g est continue sur |0, 4co[. Au voisinage de +co, le probleme de convergence se traite comme

précédemment. Au voisinage de 0, on a
gk(t) ~ =4 nt
et il s’agit d’une intégrale de Bertrand. On a A — 1 > —1. On peut trouver ¢ dans I'intervalle ] —1,A —1[. On a
alors
8k(t) =0 0 (1)

et ceci est une intégrale de Riemann convergente (en 0).

4. Posons f(t,x) =t*"'e™". Alors f est C sur |0, +oo[2, et

o'f
dxk

Soit0 <A <Betx€[A,B].Pourt <1,ona

(t,x) = (Inr)krle !,

|(Inn)ke=te ™| < [IntfeA e,



et d’autre part, pour ¢t > 1,on a
|(Ine)* e | < |Int[ B~ e

D’apres la question précédente, on a majoré les dérivées partielles par rapport a x indépendamment de x € [A, B]
par une fonction intégrable. Par application du théoréeme de dérivabilité des intégrales a parametres, I est de
classe C* sur n’importe quel segment [A, B] C]0, 4o, donc sur |0, +oo[, et

oo
F(k)(x):/ (Int)*¥ e "ds.
0
5. On integre par parties, et on trouve :
o0
Dx+1)=[—e "5~ +x/ e dr = xI'(x).
0

Puisque I'(1) = [, " e "dt = 1, on en déduit par une récurrence immédiate que I'(n + 1) = n!. Enfin, pour x
proche de 0, on a
I'(x+1 I'(1 1
() ~o D) T 1
x x x

6. On a déja calculé la dérivée seconde de I :
~+oo
I (x) :/ (Int)* e 'dr.
0

Comme la fonction que I’on intégre est positive, il en est de méme de I'intégrale. I" est donc convexe puisque
sa dérivée seconde est positive.

7. La fonction ¢ — In(1 +7) étant concave, sa courbe représentative est sous ses tangentes, en particulier
sous la tangente passant par le point (0,In1) d’équation y = 7. On en déduit le résultat. Observons d’abord que

fut) = f(t) =rLe™ quand n — +oo.

En effet, .
(1 — %) =exp(nln(l1—t/n)) — e

D’autre part, pour tout n > 1 et tout # €]0,n], on a, d’aprés la question précédente,
0 < folt) <t le™ = f(1).

La fonction f étant intégrable sur |0, +oo[ d’apres la premiere question, on déduit du théoréme de convergence
dominée que

oo oo
lim fu(t)dt = f(t)dt =T ().
0

n—+e o
8. La fonction ¢ — In(1 4 7) étant concave, sa courbe représentative est sous ses tangentes, en particulier
sous la tangente passant par le point (0,In1) d’équation y = 7. On en déduit le résultat.
9. Observons d’abord que
fu(t) = f(1) =" le™" quand n — +oo.
En effet,
t n
(1 — 7> =exp(nln(l1—t/n)) — e
n

D’autre part, pour tout n > 1 et tout # €]0,n], on a, d’aprés la question précédente,
0 < folt) <t le™ = f(1).

La fonction f étant intégrable sur |0, +oo[ d’apres la premiere question, on déduit du théoréme de convergence
dominée que

+oo oo
lim fo(t)dt = f(®)dt =T(x).
0

n—+teo



10. On fait le changement de variables u = ¢ /n, et on trouve

/Omfn=/0nfn:/Olt"“(l—t/n)”alt:rﬁ/o1 (1 — u)"du,

qui est le résultat voulu.
11. Pour n > 1, une intégration par parties donne

/O] (1= u)'du — [b:(l —u)"]

Par récurrence, on obtient

1

1
—|—n/ —(1—u)" 'du.
0 0 X

1 | 1
x—1 n n: x+n—1 0
1—w)'du = / u 1—u)du
/0 w1 —u)du x(x+1)...(x+n—1) Jo ( )
n!

x(x+1)...(x+n)

Correction de I’exercice 39 A

1. On va appliquer le théoreme de continuité des intégrales a parametres.

pour tout ¢ € I, la fonction x — e~ f(¢) est continue sur /. pour tout x € I, la fonction ¢ — e~ f(¢) est
continue sur /. Hypotheése de domination : soit a > 0. Pour tout x > a et pour toutz € /, on a

e f(B)] < e [ f(1)].

De plus, 1 +— e~ | f(t)] est intégrable sur |0, 40| et cette fonction ne dépend plus de x (pourvu que x > a).
On en déduit que Lf est continue sur |0, +oo|.
2. pour tout ¢ € I, la fonction x — e~ f(¢) est continue sur /.
3. pour tout x € I, la fonction 7 — e~ f(r) est continue sur /.
4. Hypothese de domination : soit a > 0. Pour tout x > a et pour toutt € /I, on a

e (O] < e | ()],

De plus, 1 +— e~ | f(t)| est intégrable sur |0, 4-oo| et cette fonction ne dépend plus de x (pourvu que x > a).
5. On va appliquer le théoreme de convergence dominée (ou plutdt sa variante quand le parametre décrit
un intervalle). On commence par effectuer le changement de variables u = xt pour faire disparaitre le x devant

I’intégrale. Pour tout x > 0, on a
—+oco
L= [ ey () au
0 X

Mais
hypothese de convergence : pour tout u > 0,

lim e "f (ﬁ

X—r+oo

) =e7(0).

X
hypothese de domination : pour tout x > 0 et tout u > 0,
u
() <me
X

ol M est un majorant de |f|. Cette derniere fonction est intégrable, et ne dépend plus de x.
On peut donc appliquer le théoréeme de convergence dominée, et on trouve

X—>-o00

+o0
lim xLf(x) = / e "f(0)du= f(0).
0
6. hypothese de convergence : pour tout u# > 0,

lim e "f (5> = e £(0).

X—r o0



7. hypothese de domination : pour tout x > 0 et tout u > 0,

s (5)] < e
X
ol M est un majorant de | f|. Cette derniere fonction est intégrable, et ne dépend plus de x.

8. On suit la méme preuve. On commence par remarquer qu’une fonction continue sur [0, +oo[ et admettant
une limite en +oo est bornée, et donc 1’hypothese de domination est encore vérifiée. Pour la convergence, on a
cette fois "

lime ™" f (

x—0

x) =e¢ Y.

Par le théoréeme de convergence dominée,

+o0
limxLf(x) = / € ool = U
x—0 0

Correction de ’exercice 40 A
1. On pose F(u) = [y f(t)e ™dt. Alors,

X X X
/ f(t)e™dr = / ft)e™e 0 dr = / F'(t)e™ 0=,
0 0 0

On réalise une intégration par parties, et on trouve :

X X
/ f(t)e_”dt — F(x)e—(y—x)x + (y—x)/ F(t)e_(y_x)tdt,
B 0

Maintenant, F est majorée sur [0, 4o (¢’est une fonction continue qui admet une limite en +e0). Quand X tend
vers 4o, [ F(r)e~"dr admet donc une limite (I’intégrale est absolument convergente), et F (X )e~ 09X
converge vers 0. Ainsi, fOX f(t)e ' dt admet une limite lorsque X tend vers +oo, et donc I’intégrale impropre
est convergente.

2. L’ensemble de définition est donc un intervalle non-borné a droite, ¢’est-a-dire ou bien | — oo, o[, Ja, +oo[
ou [a,+oo].

3.1l s’agit d’une simple application du théoréme de convergence dominée : soit M un majorant de | f|. Pour
x>1,ona

F(0)e™] < Me™

qui est une fonction intégrable. D’autre part, pour chaque ¢ > 0 fixé,

lim f(t)e ™¥dt=0.

X—>+oo

D’apres le théoreme de convergence dominée, on a limy_, ;. Lf(x) = 0.

Correction de I’exercice 41 A
1.Soit ¢ : [0,1] x Ry — R, (¢,0) — f*(t). ¢ est continue sur [0, 1] x R et,

V(t,a) €[0,1] x Ry, gft(t,a) =Inf(¢)f%(z).

Cette application est continue sur [0, 1] x R et si on fixe [a,b] C R, il existe M > 0 tel que, pour tout (¢, o) €
0,1] X [a,b],

¢
’aa(“‘”‘ <M

puisque g—g est continue sur le compact [0, 1] X [a,b]. Les constantes étant intégrales sur un intervalle borné, on

peut appliquer le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, et on trouve que F est C! sur R™, et

I 1
F(o) = /0 In f(¢) f*(t)dt en particulier F'(0) = /0 In f(t)dt.



2. On cherche la limite de F(ot)'/* = exp (lnFa(a)). Or, on a

exp(lnFa(a)> e <ln(1+ocF’(0)+0(Oc))>

(04

= exp(F'(0)+o0(1)).

La limite recherchée vaut donc

exp (F'0)) = exp (/01 lnf(t)dt> .

Correction de ’exercice 42 A

1. Puisque f(0) = 0, le théoréme fondamental du calcul intégral nous garantit que

1@ = [ £ wdu

Effectuons le changement de variables u = xt, du = xdt. On obtient

s =x [ fear

ce qui est le résultat demandé. Mais la formule

1
s = [ far

a un sens pour x = 0. Montrons que la fonction g ainsi définie est de classe €’ sur R. Pour tout k > 0, la

fonction u : (x,t) — f’(xt) admet une dérivée partielle par rapport a x d’ordre k. De plus, si on fixe [a,b] C R,

alors puisque g—i’,f est continue, il existe M > 0 tel que, pour tout (x,) € [a,b] x [0, 1] (partie compacte de R?),

<M.

oku
’M‘(x’t)

Les constantes étant intégrables sur un segment borné, on en déduit que g définit une fonction C™.

2. C’est la méme méthode, mais on remplace I’utilisation du théoreme fondamental du calcul intégral par
la formule de Taylor avec reste intégral. On a donc, puisque toutes les dérivées en O jusqu’a I’ordre n — 1 sont
nulles,

* w1 S (w)
f(x):/o (x—u) 1<n_1)!du.

On pose encore u = tx, de sorte que

1S (1)

(n—l)!th

1) = [ ey

soit
1 (n) X
g(x):/o (l—t)"lgrn(tl))!dt.

Pour les mémes raisons qu’a la question précédente, ceci définit une fonction de classe C* sur R, avec g(0) =
£(0)

n!

Correction de I’exercice 43 A
L’idée est de se ramener a une intégrale sur un segment par un changement de variables. Pour cela, on pose,
a x fixé,

t=u(x)+0(v(x)—ux)).



On en déduit que, pour tout x € /,

Le changement de variables précédent n’a un sens que si u(x) # v(x) mais on peut remarquer que la formule
reste vraie méme si u(x) = v(x). On conclut par continuité de (x, ) — f (x,u(x) + 0 (v(x) —u(x))) sur 1 x [0,1]
et par application du théoreme de continuité d’une intégrale a parametres. Remarquons qu’il est plus facile
d’appliquer ce théoréme ici car on inteégre une fonction continue sur le segment [0, 1].
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